Коды Хемминга
Исторически первыми были коды Хемминга. Их параметры: 
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примитивный элемент поля Галуа 
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Общепринятым является интерпретация столбцов проверочной матрицы как элементов поля 
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есть матрица линейного 
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Расстоянием Хэмминга между векторами 
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  называется количество  
[image: image17.wmf](,)

distxy

 несовпадающих координат этих векторов. Весом  
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Расстояние Хэмминга обладает всеми свойствами расстояния:
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Минимальным или кодовым расстоянием кода 
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 называется наименьшее из расстояний между попарно различными векторами кода 
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Значение кодового расстояния определяет следующая – фундаментальная в помехоустойчивом кодировании 

Теорема   Если минимальное расстояние кода 
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 может обнаружить до 
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 ошибок в каждом принятом векторе-слове длиной 
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Теорема   Пусть 
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 Минимальное расстояние этого кода равно 
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 линейно зависимых столбцов. 

Определение  Кодом Хемминга называется линейный код 
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Из определения следует, что столбцами матрицы 
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 являются все возможные ненулевые векторы двоичного пространства 
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  и так далее. 

Теорема У кода Хэмминга минимальное расстояние 
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 Код Хэмминга исправляет одиночные ошибки.

Коды БЧХ
Наиболее распространёнными кодами являются БЧХ-коды, которые задаются матрицами 
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примитивный элемент поля Галуа 
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Определение Линейный код 
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 длиной 
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над полем 
[image: image59.wmf])

(

q

GF

 называется кодом Боуза-Чоудхури-Хоквингема (БЧХ-кодом) с конструктивным расстоянием 
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В определении подразумевается, что в матрице 
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 гарантирует, что ядро этой матрицы не тривиально и, следовательно, код 
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 существует, являясь линейным пространством размерности, не меньшей, чем  
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Теорема Для всякого целого числа 
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  существует БЧХ-код длиной 
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Ранг проверочной матрицы 
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 БЧХ-кода 
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Теорема  Пусть для некоторого целого 
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 БЧХ-кода 
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  содержит, с точностью до перестановки строк, подматрицу  
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Замечание. Теорема остается справедливой, если в подматрице 
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Минимальным или кодовым расстоянием кода 
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 называется наименьшее из расстояний между попарно различными векторами кода 
[image: image92.wmf]С

.

Значение кодового расстояния определяет следующая – фундаментальная в помехоустойчивом кодировании 

Теорема   Если минимальное расстояние кода 
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 ошибок в каждом принятом векторе-слове длиной 
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Классический примитивный БЧХ-код С с проверочной матрицей 
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имеет кодовое расстояние равное 5. Следовательно, этот код корректирует одиночные и двойные ошибки. 

Реверсивные коды

Наиболее распространёнными кодами являются реверсивные коды. Реверсивные коды относятся к разряду модифицированных БЧХ-кодов.

Определение Реверсивным называется код 
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Каждый элемент матрицы 
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В проверочной матрице 
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Минимальным или кодовым расстоянием кода 
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 называется наименьшее из расстояний между попарно различными векторами кода 
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Значение кодового расстояния определяет следующая – фундаментальная в помехоустойчивом кодировании 

Теорема   Если минимальное расстояние кода 
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Из теоремы следует, что перспективным для приложений является реверсивный код 
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Синдром ошибки
Пусть при передаче вектора-сообщения 
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В соответствии со свойствами и структурой матрицы 
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 соответственно. Эти величины – решения системы уравнений
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[image: image149.wmf])
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Для проведения вычислений необходимо иметь под рукой сформированное поле Галуа, а именно, таблицу степеней 
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Определение двойной ошибки по синдрому для БЧХ-кода
Пусть при передаче вектора-сообщения 
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 в цифровой системе связи с данным кодом 
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[image: image167.wmf])
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Для проведения вычислений необходимо иметь под рукой сформированное поле Галуа, а именно, таблицу степеней   
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Система (*) сводится к квадратному уравнению и находятся корни данной системы. Непосредственным подбором (методом Чэня) можно проверить правильность найденной ошибки.
Определение двойной ошибки по синдрому для Реверсивного кода
Синдром ошибок в принятом сообщении х вычисляется по формуле 
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В соответствии со структурой матрицы 
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 имеет конструктивное расстояние 5 и, следовательно, исправляет двойные ошибки. Для определения координат двойной ошибки нужно решить систему уравнений
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Левую часть второго уравнения приведём к общему знаменателю, то есть к виду: 
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 Легко видеть, что здесь синдром любой двойной ошибки имеет ненулевые компоненты 
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 по теореме Виета совпадают с корнями квадратного уравнения  
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Подбором, то есть методом Чэня находим корни этого уравнения  и определяем на каких позиция принятое сообщение 
[image: image190.wmf]x

 содержит двойную ошибку 
БЧХ-коды, исправляющие тройные ошибки
Примитивный двоичный БЧХ-код 
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 случайных ошибок, задается над полем Галуа 
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где 
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[image: image215.wmf],

1

2

+

=

t

d

  отсюда следует мотивация обозначения данного кода через 
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Предположим, что мы применяем БЧХ-код 
[image: image217.wmf]7
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Для степенных сумм Ньютоном установлены рекуррентные формулы. Так для БЧХ-кода 
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 данная система линейных уравнений будет иметь вид:
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После решиния данной системы уравнений, найдем значения элементарных симметрических многочленов: 
[image: image222.wmf].
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 Этой информацией мы можем воспользоваться для нахождения координат ошибочных позиций принятого с помощью БЧХ-кода 
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 Идея эта базируется на теореме Виета о связи корней алгебраических уравнений с коэффициентами этих уравнений.


Теорему Виета будем применять следующим образом, составим уравнение локаторов ошибок. 
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Алгебраические уравнения над полями Галуа 
[image: image226.wmf])
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, проще всего решать методом Чэня, то есть последовательной подстановкой в уравнение элементов данного поля. Найдя корни  
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 мы однозначно определяем вектор 
[image: image228.wmf]e

 и, следовательно, исправляем  принятое сообщение.

Орбиты ошибок и их свойства
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 Г-орбита называется полной, если она содержит 
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 векторов, в противном случае Г-орбиту называют неполной.

Г-орбиты имеют четкую структуру, которую описывает

Теорема  Для произвольного фиксированного вектора  
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Из теоремы следует, что векторы каждой  Г-орбиты имеют тесную взаимосвязь – каждый из них можно получить циклическими сдвигами любого фиксированного вектора этой Г-орбиты. Подавляющее большинство Г-орбит принадлежит многообразию полных Г-орбит. Такая же тесная связь существует и между синдромами векторов-ошибок каждой Г-орбиты. Об этом свидетельствует
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Пусть 
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Если же БЧХ-код задан проверочной матрицей 
[image: image252.wmf]T

)

1

2

(

3

)

,...,

,

(

i

t

i

i

H

-

=

b

b

b

, то 

S (( (
[image: image253.wmf]e

))=
[image: image254.wmf])

,...,

,...,

,

,

(

1

2

1

2

3

5

2

3

1

t

t

i

i

s

s

s

s

s

-

-

b

b

b

b

b

.(3.3)
Пусть 
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Спектр синдромов ошибок
. Спектром синдромов  S(J)  в БЧХ-коде С  Г-орбиты J называется множество синдромов всех векторов-ошибок из J в этом коде. Спектр S(J) называется полным, если его мощность совпадает с мощностью Г-орбиты  J: |S(J)|=|J|,  в противном случае спектр S(J) будем называть неполным.
Теорема   
Пусть 
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– вектор ошибок в БЧХ-коде С. Пусть 
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Если же БЧХ-код задан проверочной матрицей 
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Пусть 
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Формулы (1) ( (3) определяют структуру спектра синдромов Г-орбит векторов-ошибок, дают синдромные признаки полноты Г-орбит.
Теорема утверждает, что, как и векторы каждой Г-орбиты 
[image: image269.wmf],
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 спектр синдромов 
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 можно сконструировать по формулам (1) – (3) из синдрома 
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 Здесь, при условии полноты 
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, существует полное взаимно-однозначное соответствие между циклическими сдвигами векторов и соответствующими преобразованиями их синдромов. 

Норма синдрома – это векторная характеристика векторов-ошибок, вычисляемая через координаты синдрома.
Определение норм синдрома БЧХ-кода С5, исправляющие 3 ошибки
Нормой синдрома 
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В двоичном БЧХ-коде с проверочной матрицей 
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 синдром имеет меньше координат – 
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В БЧХ-коде 
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Определение норм синдрома БЧХ-кода С7, исправляющего 3 ошибки
Нормой синдрома 
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В двоичном БЧХ-коде с проверочной матрицей 
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 синдром имеет меньше координат – 
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Определение норм синдрома Реверсивного кода, исправляющего 3 ошибки
Нормой синдрома 
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В двоичном БЧХ-коде с проверочной матрицей 
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Пусть 
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 Тогда норма синдрома, согласно формуле (3.5), состоит из трех компонент 
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Следствие. Множество Г-орбит всех векторов-ошибок весом 1-3 имеет в примитивном двоичном БЧХ-коде 
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Основные свойства нормы синдрома: 
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- синдромы всех корректируемых векторов-ошибок попарно различны; следовательно, нормы синдромов Г-орбит ошибок любой корректируемой совокупности имеют попарно различные нормы.
Составление таблицы норм синдромов 2 ошибок в коде С5
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Для вектора-ошибки 
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Для вектора-ошибки 
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Результаты вычислений сводяться в единую таблицу.

Таблица 2.2. 
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Количество Г-орбит 2-х, 3-х ошибок
формула: 
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Через 
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 обозначается линейный оператор циклического сдвига координат векторов пространства 
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 Г – это циклическая подгруппа порядка 
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Для произвольного вектора 
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Чаще всего Г-орбиты содержат по 
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 векторов и называются полными. Иногда получаются Г-орбиты с количеством векторов, меньшим 
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Все векторы-ошибки весом 1 в двоичном пространстве образуют одну Г-орбиту 
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 вместе содержат 36 векторов-ошибок и, следовательно, исчерпывают весь список двойных ошибок.
В двоичном пространстве 
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Исправление 2-х ошибок норменным методом
Суть метода. Составляем таблицу всех Г-орбит 
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искомый вектор ошибок.

Пример:
Согласно условию задания 2.4  ТКС на основе (15, 7) – БЧХ-кода 
[image: image541.wmf]5
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 Вычислим норму этого синдрома: 
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 Сравниваем вычисленную норму с данными табл. 2.2. Как видим, 
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вектор-ошибка весом 2 с единицей на 6-й и 11-й позициях.
Модификация норменного метода для исправления 3-х ошибок
В (15, 3)-БЧХ-коде 
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В двоичном коде длиной 15 имеется 455 тройных ошибок, которые делятся на 31 орбиту. Прямой норменный метод требует построения таблицы образующих всех орбит тройных ошибок, синдромов этих образующих, а также норм синдромов образующих. 

Модифицируем норменный метод, преобразуем искомую вектор-ошибку  
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 в другую тройную ошибку 
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 выражаются следующим образом через компоненты синдрома 
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Поищем в нашем (15, 7)-БЧХ-коде 
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 Г-орбиту с такой экзотической нормой. Единственная неполная Г-орбита 
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 тройных ошибок в этом коде задаётся вектором 
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тройная вектор-ошибка с ненулевыми координатами на 3-й, 8-й, 13-й позициях, локаторы которых 
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