9 лекция
Нелинейные структуры.
Важный признак структуры данных - характер упорядоченности ее элементов. По этому признаку структуры можно делить на ЛИНЕЙНЫЕ И НЕЛИНЕЙНЫЕ структуры.  В зависимости от характера взаимного расположения элементов в памяти линейные структуры можно разделить на структуры с ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫМ распределением элементов в памяти (векторы, строки, массивы, стеки, очереди) и структуры с ПРОИЗВОЛЬНЫМ СВЯЗНЫМ распределением элементов в памяти (односвязные, двусвязные списки). Пример нелинейных структур - многосвязные списки, деревья, графы. 

Деревья

Деревья представляют собой иерархическую структуру некой совокупности элементов. Примерами деревьев могут служить генеалогические и организационные диаграммы. Деревья используются при анализе электрических цепей, при предоставлении структур математических формул. Например, деревья используются для организации информации в системах управления базами данных и для предоставления синтаксических структур в компиляторах программ.

Дерево—это совокупность элементов, называемых узлами (один из которых определен как корень), и отношений («родительских»), образующих иерархическую структуру узлов. Узлы так же как элементы списков могут быть элементами любого типа. Будем изображать узлы буквами, строками или числами. Формально дерево можно определить как конечное множество состоящих из одного или более узлов таких, что

1) один узел является деревом. Этот же узел является корнем.

2) Пусть n—это узел, а Т1,Т2…Тк—деревья с корнями n1.n2…nк соответственно. Можно построить новое дерево, сделав n родителем узлов n1.n2…nк. В этом дереве n будет корнем, а Т1,Т2…Тк—поддеревьями этого корня. Узлы n1.n2…nк.—называются сыновьями узла n.

Часто в это определение включают понятие нулевого дерева, т.е. дерева без узлов.

Из сходства рекурсивных определений последовательностей и деревьев ясно, что последовательность (список) есть дерево, в котором каждая вершина имеет не более одного поддерева. Поэтому список называется иногда и вырожденным деревом.

Существует несколько способов изображения структуры дерева: вложенные множества; вложенные скобки; с помощью  отступов; графически.
В качестве примера рассмотрим оглавление книги. Представим его схематически:
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Это оглавление является деревом и в другой форме его можно представить следующим образом:
КНИГА
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РАЗДЕЛ2.1.1       РАЗДЕЛ2.1.2

Рис.б

Отношение родитель-сын отображается в виде линии. Дерево обычно рисуется сверху вниз, так чтобы родители располагались выше детей.

Корнем этого дерева является узел Книга, который имеет три поддерева, соответственно с корнями Глава 1, Глава 2, Глава 3. Эти отношения показаны линиями идущими из корня Книга к узлам Глава1, Глава 2, Глава 3. Узел Книга является родителем узлов Глава1, Глава 2, Глава 3, а эти узлы – сыновьями узла  Книга.

Третье поддерево, с корнем Глава 3, состоит из одного узла, а поддерево с корнем Глава 2 в свою очередь имеет три поддерева, которые соответствуют разделам книги Р2.1, Р2.2, Р2.3. последние два поддерева имеют по одному узлу, в то время как первое имеет два поддерева, соответствующие подразделам книги Р 2.1.1 и Р2.1.2.

Данный пример показывает типичные данные, для которых наилучшим представлением будут деревья. В этом примере родительские отношения устанавливают подчиненность глав и разделов.

Путем из узла n1 в узел nk  называется последовательность узлов n1,n2,…,nk, где для всех i , 1( i ( k, узел ni является родителем узла n i+1 .

Длиной пути называется число узлов, составляющих этот путь. Таким образом путем нулевой длины будет путь из любого узла к самому себе. (В нашем примере путем длины 2 будет, например, путь от узла ГЛ.2 к узлу Р2.1.2). 

Если существует путь из узла a в b, то в этом случае узел а называется предком узла b , а узел b – потомком узла а .(Например, предками узла Р2.1 будут следующие узлы : сам узел Р2.1 и узлы Гл2 и Книга, тогда как потомками этого узла являются опять сам узел Р2.1 и узлы Р2.1.1 и Р2.1.2.)надо отметить, что любой узел одновременно является и предком и потомком самого себя.

Предок или потомок узла, не являющийся таковым самого себя, называется истинным предком или истинным потомком соответственно. В дереве только корень не имеет истинного предка. Узел, не имеющий истинных потомков, называется листом. Теперь поддерево какого-либо дерева можно определить как узел (корень поддерева) вместе со всеми его потомками.

Высотой узла дерева называется длина самого длинного пути из  этого узла до какого либо листа. В нашем примере высота узла Гл.1 равна 1, узла Гл.2– 2, а узла Гл.3– 0.

Порядок узлов

Если имеет значение относительный порядок поддеревьев Т1,Т2,…Тn, то можно говорить, что дерево является упорядоченным;  в случае, когда в упорядоченном дереве n > 2, имеет смысл называть Т2 «вторым поддеревом» данного корня и так далее.

Если два дерева, отличающиеся друг от друга только относительным порядком поддеревьев узлов, не считать различными, то в этом случае говорят, что дерево является ориентированным, поскольку имеет значение только относительная ориентация узла, а не их порядок.

Сыновья узла обычно упорядочиваются слева направо. 
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Поэтому два дерева на рис. , так как порядок сыновей узла а различен.
Если порядок сыновей игнорируется, то такое дерево называется неупорядоченным.

Упорядочивание слева направо сыновей можно использовать для сопоставления узлов, которые не связаны отношениями предки-потомки. Соответствующее правило звучит следующим образом:

Если узлы а и b являются сыновьями одного  родителя и узел а лежит слева от узла b, то все потомки узла а будут находится слева от любых потомков узла b. 
Рассмотрим дерево. 
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Существует простое правило, позволяющее определить, какие узлы расположены слева от данного узла n, а какие – справа. Для этого надо прочертить путь от корня дерева до узла n. Тогда все узлы и их потомки, расположенные слева от этого пути будут находиться слева от узла n,  и аналогично, все узлы и их потомки, расположенные справа от этого пути будут находиться справа от узла n.

Обходы дерева.

Существует несколько способов обхода (прохождения) всех узлов дерева. Три наиболее часто используемых способа обхода дерева называются обход в прямом порядке, обход в обратном порядке (концевой) и обход во внутреннем порядке (так называемый симметричный). Все три способа обхода рекурсивно можно определить следующим образом.

1. Если дерево Т является нулевым деревом , то в список обхода заносится пустая запись.

2. Если дерево Т состоит из одного узла, то в список обхода записывается этот узел.

3. Далее, пусть Т – дерево с корнем n и поддеревьями Т1,Т2,Т3,…Тk, 
                       n

тогда для различных способов обхода имеем  T1      T2 ... Tn                                         следующее

а) при прохождении в прямом порядке (т.е. при прямом упорядочивании) узлов дерева Т сначала посещается корень n , а затем узлы поддерева Т1, далее все узлы поддерева Т2 и т. д. Последним посещаются узлы поддерева Тk. 
Б) при симметричном обходе узлов дерева Т сначала посещаются в симметричном порядке все узлы поддерева Т1 далее корень, затем последовательно в симметричном порядке все узлы поддеревьев Т2,…Тk. 
В) во время обхода в обратном порядке сначала посещаются в обратном порядке все узлы поддерева Т1, затем последовательно посещаются все узлы поддеревьев Т2,Т3,…,Тk, также в обратном порядке, последним посещается корень n. 
Сделаем обход дерева в прямом порядке.
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Сначала запишем узел 1, затем вызовем функцию для обхода (order [o:de] preorder порядок ) первого поддерева с корнем 2. Это поддерево состоит из одного узла, которое мы и запишем. Далее обходим второе поддерево, выходящее из корня 1. Это поддерево имеет корень 3. Записываем узел 3 и вызываем функцию для обхода первого поддерева, выходящего из узла 3. В результате получим список узлов 5,8 и9 (именно в таком порядке). Продолжая этот процесс, в конце получим полный список узлов, посещаемых при прохождении в прямом порядке исходного дерева 1 2 3 5 8 9 6 10 4 и 7.

Выполнив обход в обратном порядке можно получить обратное упорядочивание узлов дерева в следующем виде: 2 8 9 5 10 6 3 7 4 и 1.

Выполнив обход в симметричном порядке, получим:2 1 8 5 9 3 10 6 7 и 4.

Надо отметить, что при любом упорядочивании листьев всегда записываются в порядке слева направо, при этом в случае симметричного упорядочивания между сыновьями может быть записан родитель.

Помеченные деревья и деревья выражения

            Пример древовидной структуры дают нам алгебраические формулы. 

Например, алгебраическому выражению a-b*(c/d + e/f + m/n) соответствует дерево:

-

a        *

            b        +

                     /              /              /

                   c       d      e        f        m      n
 Связь между формулами и деревьями очень важна. 

Часто бывает  полезным сопоставить каждому узлу дерева метку или значение, точно также как элементам списков сопоставляли определенные значения. Дерево, у которого узлам сопоставлены метки, называется помеченным деревом. Метка узла – это не имя узла, а   значение которое “хранится” в узле. Полезна следующая аналогия: дерево – список, узел – позиция, метка – элемент.  

Рассмотрим дерево с метками, представляющее арифметическое выражение: (а+в)*(а+с), где n1,…n7 – имена узлов (метки проставлены рядом с соответствующими узлами). Правила соответствия меток деревьев элементам выражений следующие:

1. метка каждого листа соответствует операнду и содержит его значение, например узел n4 представляет операнд а.

2. Метка каждого внутреннего узла (родительского) соответствует оператору.
      N1 *

       N2  +                N3  +

N4 а          N5 в       N6 а      N7  с

Рис.1

Предположим, что узел n  помечен бинарным оператором ( (например, + или *) и левый сын этого узла соответствует выражению Е1, а правый – выражению Е2. Тогда узел n  и его сыновья представляют выражение (Е1)((Е2).

Можно удалять родителей, если это необходимо. 

Например, узел n2 имеет оператор +, а левый и правый сыновья представляют выражения (операнды) а и в соответственно. Поэтому узел n2 представляет (а)+(в), т.е. а+в. Узел n1 представляет выражение (а+в)*(а
+с), поскольку оператор * является меткой узла n1 , выражения а+в и а+с представляются узлами n2 и n3 соответственно.

Часто при обходе деревьев составляется список не имен, а их меток. В случае дерева выражений при прямом упорядочивании получаем известную префиксную форму выражений, где оператор предшествует и левому и правому операндам. Для точного описания префиксной формы выражений сначала положим, что префиксным выражением одиночного операнда а является сам этот операнд. Далее, префиксная форма для выражений (Е1)((Е2), где ( – бинарный оператор, имеет вид (Р1Р2, здесь Р1 и Р2 – префиксные формы для выражений Е1 иЕ2. Отметим, что в префиксных формах нет необходимости отделять или выделять префиксные выражения скобками, так как всегда можно просмотреть префиксное выражение (Р1Р2 и определить единственным образом  Р1 как самый короткий префикс выражения Р1Р2.

Например, при прямом упорядочивании узлов (точнее меток) дерева (рис.1) получаем префиксное выражение *+ав+ас. Самым коротким корректным префиксом для выражения +ав+ас будет префиксное выражение узла n2 : +ав .

Обратное упорядочивание меток дерева выражений дает постфиксное (или польское) представление выражений. Выражение (Р1Р2 в постфиксной форме имеет вид Р1Р2(, где Р1 и Р2 – постфиксные формы для выражений Е1 и Е2 соответственно. При использовании  постфиксной формы также нет необходимости в применении скобок, поскольку для любого выражения Р1Р2 легко проследить самый короткий суффикс Р2, что и будет корректным составляющим  постфиксным выражением. Например, постфиксная форма выражения для дерева на рис.1 имеет вил ав+ас+*. Если записать выражение как Р1Р2*, то Р2 (т.е. выражение ас+) будет самым коротким суффиксом для ав+ас+ и, следовательно, корректным составляющим постфиксным выражением.

При симметричном обходе дерева выражений получим  инфиксную форму выражения, которая совпадает с привычной «стандартной» формой записи, но также не использует скобок. Для дерева на рис.1 инфиксное выражение запишется как а+в*а+с.

Реализация деревьев.

Представление деревьев с помощью массивов

Пусть дерево с узлами 1,2,3,…n .самым простым представлением дерева Т будет линейный массив А, где каждый элемент А[i] является указателем на родителя узла i. Корень дерева Т отличается от других узлов тем, что имеет нулевой указатель или указатель на самого себя как на родителя.

Данное представление использует то свойство дерева, что каждый узел, отличный от корня, имеет только одного родителя. Используя это представление,  родителя любого узла можно найти за фиксированное время. Прохождение по любому пути, т.е. переход по узлам от родителя к родителю можно выполнить за время, пропорциональное количеству узлов пути.

Так всякий прямоугольный массив можно представить как частный случай древовидной структуры. Например, два представления  матрицы размера 3X4

А[1.1]   A[1.2]  A[1.3]  A[1.4]

A[2.1]   A[2.2]  A[2.3]  A[2.4] 

A[3.1]   A[3.2]  A[3.3]  A[3.4]
A

A[1]            A[2]           A[3]

A   A   A   A       A   A   A   A       A   A   A  A 

                   [1.1]   [1.2]   [1.3]    [1.4]             [2.1]   [2.2]   [2.3]   [2.4]            [3.1]    [3.2]  [3.3] [3.4]

Однако важно заметить, что это дерево не воспроизводит адекватно всю структуру матрицы: связь в строках представлена в дереве явно, а в столбцах нет.  
Представление деревьев с помощью списков сыновей

Важный и полезный способ представления деревьев состоит в формировании для каждого узла списка его сыновей. Так как число сыновей у разных узлов может быть разным, чаще всего для этих целей применяются связанные списки.
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Таким образом, можно  представить дерево изображенное на рис. Здесь есть  массив ячеек заголовков, индексированный номерами узлов. Каждый заголовок указывает на связанный список, состоящий из «элементов»-узлов.
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