ГРАФЫ.                                               13 лекция
Граф - это сложная нелинейная многосвязная динамическая структура, отображающая свойства и связи сложного объекта. Частный случай графов – деревья.

Многосвязная структура обладает следующими свойствами: 

· 1) на каждый элемент (узел, вершину) может быть произвольное количество ссылок; 

· 2) каждый элемент может иметь связь с любым количеством других элементов; 

· 3) каждая связка (ребро, дуга) может иметь направление и вес. 

Граф G определяется двумя множествами – множеством вершин V и множеством пар вершин E. Пишут G=(V, E), где V - непустое конечное множество вершин,  Е<=V^2 \ Iv=V^2_ - множество неупорядоченных пар различных вершин,  связанных ребрами (множество ребер),

|V| обозначает число вершин G, |E| - число ребер G.

Если пара вершин неупорядочена, то ее принято называть ребром. Если упорядочена – дугой. Граф, состоящий только из ребер называется неориентированным графом. Граф, содержащий только дуги, - ориентированным графом или орграфом. Граф со связями обоих типов - смешанным графом. 

Для ориентированного графа число ребер, входящих в узел, называется полустепенью захода узла, выходящих из узла -полустепенью исхода. Количество входящих и выходящих ребер может быть любым, в том числе и нулевым. Граф без ребер является нуль-графом. 

Путь в графе - это последовательность узлов, связанных ребрами; элементарным называется путь, в котором все ребра различны, простым называется путь, в котором все вершины различны. Путь от узла к самому себе называется циклом, а граф, содержащий такие пути - циклическим. 

В реальных задачах граф может отражать объекты и связи между ними. При этом двусторонние связи будут отображаться в ребра графа, а однонаправленные связи – в дуги. Примером может служить сеть автомобильных дорог города. В данном случае вершинами графа будут перекрестки, ребрами – улицы с двусторонним движением, дугами – улицы с односторонним движением.

На рисунке граф можно представить точками, соответствующими вершинам графа, линиями, соединяющими вершины и соответствующими ребрам графа, и направленными от вершины к вершине линиями, соответствующими дугам графа.

Две вершины x и y, соединенные ребром (x, y), называют смежными вершинами. Если вершины соединены дугой (x, y), то вершина x смежна вершине y, а обратной смежности нет.

Два ребра называют смежными ребрами, если они имеют общую вершину.

Ребро и любая из двух его вершин называются инцидентными.

Любому ребру или вершине может быть присвоен вес. Вес вершины – число, которое характеризует вершину, вес ребра – число, характеризующее отношение между двумя вершинами. Например, для графа автомобильных дорог вес ребра может означать длину дороги от одного перекрестка до другого. Если ребрам графа соответствуют некоторые значения, то граф и ребра называются взвешенными. Мультиграфом называется граф, имеющий параллельные (соединяющие одни и те же вершины) ребра, в противном случае граф называется простым. 

Отношение считается симметричным, если оно применимо к элементам а и в при их рассмотрении, как в данном порядке, так и в обратном: а R b  & b R a.
Отношение называется асимметричным, если между а и в оно существует, а между в и а – нет. В качестве примера можно привести отношения «больше чем», «отец», «дядя». Направление определяет, какой объект служит подлежащим, а какой дополнением по отношению к глаголу, выражающему отношение. 

Ориентированный граф

Ориентированный граф (или орграф) G=(V,E) состоит из множества вершин  v и множества дуг Е. Вершины также называют узлами, а дуги—ориентированными ребрами. Дуга представима в виде упорядоченной пары вершин, где вершина v называется началом, а w- концом дуги. Дугу часто записывают как v- w и изображают в виде



Говорят также, что дуга v-w ведет от вершины v к вершине w, а вершина w  смежная с вершиной v.

На рис. Показан орграф с четырьмя и пятью дугами.




Вершины орграф можно использовать для представления объектов, а дуги—для отношений между объектами. Например, вершины орграфа могут представлять города, а дуги—маршруты рейсовых полетов самолетов из одного города в другой. В виде орграфа может быть  представлена блок-схема потока данных в компьютерной программе. В последнем примере вершины соответствуют блокам операторов программы, а дугам—направленное перемещение потоков данных.

Путем в орграфе называется последовательность вершин V1,V2,…,Vn, для которых существуют дуги V1→ V2,V2→V3,…,Vn-1→Vn. Этот путь начинается в вершине V1 и, проходя через вершины V1,V2,…,Vn-1, заканчивается в вершине Vn. Длина пути – количество дуг, составляющий путь в данном случае длина пути равна n-1. Одна вершина  рассматривается как путь длины 0 от вершины V к этой же вершине V.

Путь называется простым, если все вершины на нем, за исключением, может быть, первой и последней, различны. Цикл – это простой путь длины не менее 1, который начинается и заканчивается в одной и той же вершине. На рисунке вершин 3,2,.4,.3 образуют цикл длины 3.

Во многих приложениях удобно к вершинам и дугам присоединить какую-либо информацию. Для этих целей используется помеченный граф, т.е. орграф , у которого каждая дуга и/или каждая вершина имеет соответствующие метки. Меткой может быть имя, вес или стоимость (дуги), или значение данных какого-либо заданного типа.

Для представления ориентированных графов можно использовать различные структуры данных. Выбор зависит от операторов, которые будут применяться к вершинам и дугам орграфа. Одним из наиболее общих представлений орграфа G=(V,E) является матрица смежности. Если множество вершин V={1,2,…,n}, матрица смежности для орграфа G –это матрица размера n(n со значениями булевого типа, где A[i,j] = true тогда и только тогда, когда существует дуга из вершины i в вершину j . часто в матрицах смежности значение true заменяется на 1, а значение false –на 0.время доступа к элементам матрицы зависит от размеров множества вершин и множества дуг. Представление орграфа  в виде матрицы смежности удобно применять в тех алгоритмах, в которых надо часто проверять существование данной дуги. 
Основной недостаток матриц смежности заключается в том, что она требует большого объема памяти.

Второе представление – это представление посредством связанных списков смежности.667 списком смежности для вершины i называется список всех вершин, смежных с вершиной i,  причем определенным образом упорядоченный. Представление орграфа с помощью списков смежности требует для хранения объем памяти, пропорциональный сумме количества вершин и количества дуг. 

Обход ориентированных графов.

При решении многих задач необходим эффективный метод систематического обхода вершин и дуг орграфов. Таким методом является так называемый поиск в глубину – обобщение метода обхода дерева в прямом порядке. 

Предположим, что есть ориентированный граф G , в котором первоначально все вершины помечены меткой unvisited (не посещалась). Поиск в глубину начинается с выбора начальной вершины v графа G, для этой вершины метка unvisited меняется на метку visited (посещалась). Затем для каждой вершины, смежной с вершиной v  и которая не посещалась ранее, рекурсивно применяется поиск в глубину.  Когда все вершины, которые можно достичь  из вершины v , будут посещены, поиск заканчивается. Если некоторые вершины остались непоселенными, то выбирается одна из них и поиск повторяется. Этот процесс продолжается до тех пор, пока обходом не будут охвачены все вершины орграфа G. 
Этот метод обхода вершин орграфа называется поиском в глубину, поскольку поиск не посещенных вершин идет в направлении вперед (вглубь) до тех пор, пока это возможно. Например, пусть х – последняя посещенная вершина. Для продолжения процесса выбирается какая-либо нерассмотренная дуга х(у, выходящая из вершины х. Если вершина у ранее не посещалась, то она помечается меткой visited и поиск начинается заново от вершины у. Пройдя все пути, которые начинаются в вершине у, возвращаемся в вершину х, т.е. в ту вершину, из которой впервые была достигнута вершина у. Затем продолжается выбор нерассмотренных дуг, исходящих из вершины х , и так до тех пор, пока не будут исчерпаны все эти дуги.

Неориентированные графы

Неориентированный граф G=(V,E) состоит из конечного множества вершин V и множества ребер E. В отличие от ориентированного графа, здесь каждое ребро (v,w) соответствует неупорядоченной паре вершин: если (v,w) –неориентированное ребро, то (v,w)=(w,v). Далее неориентированный граф будем называть просто графом.

Графы широко используются в различных областях науки и техники для моделирования симметричных отношений между объектами. Объекты соответствуют вершинам графа, а ребра отношениям между объектами.

Основные определения

Многое из терминологии ориентированных графов применимо к неориентированным графам. Например, вершины v и w называются смежными, если существует ребро (v,w), ребро (v,w) инцидентно вершинам v и w. 

Путем называется такая последовательность вершин v1,v2,…vn, что для всех i, 1( i ( n, существуют ребра (vi, vi+1 ). Путь называется простым, если все вершины пути различны, за исключением, возможно вершин v1 и vn. Длина пути равна количеству ребер, составляющих путь, т.е. длина равна n-1 для пути из n вершин. если для вершин v1 и vn существует путь v1,v2,…vn, то эти вершины называются связанными. Граф называется связанным, если в нем любая пара вершин связанная. 

Пусть есть граф G=(V,E) с множеством вершин V и множеством ребер E. Граф G(=(V(,E() называется подграфом графа G, если

1. множество V( является подмножеством множества V,
2. множество E( состоит из ребер (v,w) множества Е таких, что обе вершины v и w принадлежат V. 
Если множество E( состоит из всех ребер (v,w) множества Е, таких, что обе вершины v и w принадлежат V(, то в этом случае граф G( называется индуцированным подграфам графа G.    







На рисунке показан граф G=(V,E) с множеством вершин V={a,b,c,d} и множеством дуг E={(a,b),(a,d),(b,c),(b,d),(c,d); и один из его индуцированных подграфов, заданный множеством вершин V(=(a,b,c) и содержащий все ребра, не инцидентные вершине d.

Связанной компонентой графа G называется максимальный связанный индуцированный подграф G. 
Циклом (простым) называется путь (простой) длины не менее 3 от какой-либо вершины до нее самой. Не считается циклами пути длиной 0, длиной 1 (петля от вершины v к ней самой) и длиной 2 (путь вида v,w,v). Граф называется циклическим, если имеет хотя бы один цикл. Связанный ациклический граф, представляющий собой «дерево без корня», называют свободным деревом. 







На рис. Показан граф, состоящий из двух связанных компонент, каждая из которых является свободным деревом. Свободное дерево можно сделать «обычным» деревом, если какую либо вершину назначить корнем, а все ребра сориентировать в направлении от этого корня.

Свободные деревья имеют два важных свойства:

1. каждое дерево с числом вершин n, n(1,.имеет в точности n-1 ребер.

2. Если в свободное дерево добавить новое ребро, то обязательно получится цикл.

Представление неориентированных графов.

Для представления неориентированных графов можно применять те же методы что и для представления ориентированных графов, если неориентированное ребро между вершинами v и w рассматривать как две ориентированных дуги от вершины v к вершине w и от вершины w к вершине v. 
Очевидно, что матрица смежности для неориентированного графа симметрична.

Обход неориентированных графов.

Во многих задачах, связанных с графом, требуется организовать систематический обход вершин графа. Существуют два наиболее часто используемых метода обхода графов: поиск в глубину и поиск в ширину.

Поиск в глубину.

Обход в глубину неориентированного графа аналогичен обходу в глубину ориентированного графа, поскольку неориентированное ребро (v,w) можно представить в виде пары ориентированных дуг v(w и w(v. 
Поиск в ширину.

Этот метод получил свое название из-за того, что при достижении во время обхода любой вершины v далее рассматриваются все вершины, смежные с вершиной v , т.е. осуществляется просмотр «в ширину». Этот метод так же можно применять и к ориентированному графу.
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