Бинарные деревья


Бинарное дерево (БД) – конечное множество элементов, которое либо пусто, либо содержит 1 элемент – корень дерева, а остальные элементы делятся на 2 пересекающихся подмножества, которые являются также БД. Они называются левым и правым  поддеревьями исходного дерева.


Если каждый узел БД, не являющийся листом, имеет не пустые правые и левые поддеревья, то дерево называется строго бинарным деревом.


Полное БД уровня n – это дерево, в котором каждый узел уровня меньше n имеет непустые левые и правые поддеревья. Все листья расположены на одном уровне.


Почти полное БД – дерево, для которого каждое неотрицательное целое k  такое, что каждый лист в дереве имеет уровень k или k+1. Если узел имеет правого потомка уровня (k=1), то все его левые потомки, являющиеся листами также имеют уровень (k=1).

Бинарное дерево используется когда должно быть принято решение из двух вариантов.

Операции с бинарными деревьями.

К БД применим ряд примитивных операций.

Если p – это указатель, который указывает на узел nd, то функция :

Info(p) – возвращает содержимое nd;

Right(p) – возвращает указатель правого сына nd;

Left(p) – возвращает указатель левого сына nd;

Father(p) – возвращает указатель отца nd;

Brahter(p) – возвращает указатель брата nd;

IsLeft(p) – истина, если nd – левый; 

IsRight(p) – истина, если nd – правый;

MakeTree(p,х) - создаёт новое бинарное дерево из одного узла с информационным полем х и возвращает указатель (укз) этого узла;

SetLeft(p,x) – полагает, что укз р указывает на элемент дерева, не имеющего левого сына, и создает для него левого сына с информационным полем х;

SetRight(p,x) – полагает, что укз р указывает на элемент дерева, не имеющего правого сына и создает для него правого сына с информационным полем х.

Дерево двоичного поиска.

Дерево двоичного поиска – это основная структура данных для представления множеств, чьи элементы упорядочены посредством некоторого отношения линейного порядка. Узлы дерева двоичного поиска содержат или хранят элементы множества. Определяющее свойство дерева двоичного поиска заключается в том, что все элементы, хранящиеся в узлах левого поддерева любого узла х меньше элемента, содержащегося в узле х, а все элементы, хранящиеся в узлах правого поддерева узла х больше элемента, содержащегося в узле х. Это свойство называется характеристическим свойством дерева двоичного поиска и выполняется для любого узла дерева двоичного поиска, включая его корень.

Если дерево организовано так, что для каждой вершины ti  справедливо утверждение, что ключи левого поддерева ti     меньше ключа ti , а все ключи правого поддерева ti  больше его, то такое дерево будем называть деревом двоичного поиска.

 В таком дереве можно обнаружить произвольный ключ – достаточно, начав с корня, двигаться к левому или правому поддереву на основании лишь сравнения с ключом текущей вершины.

Например: задача найти дубликат

Дано: 14,15,4,9,7,18, 3,5,16,4,20,17,9,14,5

1.Считывается первое число, помещается в узел, который становится корнем бинарного дерева с пустыми левым и правым поддеревьями;

2. каждое последующее число сравнивается с корнем дерева. Если совпадает – то это дубликат; если меньше, то процесс повторяется для левого поддерева; если больше – то для правого;

3. продолжаем до тех пор, пока не встретится дубликат или пока не достигнем пустого поддерева. В последнем случае число помещается в узел данного поддерева.

14

4                     15

3             9                        18

       7                   16               20

                                            5                                       17

Функции прохождения БД

Во всех алгоритмах работы с бинарными деревьями встречается идея прохождения и обхода дерева. Это – способ методичного исследования узлов дерева, при котором каждый узел проходится точно один раз. Полное прохождение дает нам линейную расстановку узлов. 

[image: image4.emf]   

  1  




R
      

 

             

A 
                       
B 

Если какую-то вершину не обойдём – потеряем информацию, если обойдём одну несколько раз – получим неправильный результат.

В зависимости от порядка обхода получаются различные по эффективности примеры решения задач.

Методы обхода:
1. прямой порядок прохождения (сверху-вниз или в глубину)

 (определяется рекурсивно) 

попасть в корень

пройти левое поддерево

пройти правое поддерево   RAB
2. концевой порядок прохождения (снизу-вверх)

пройти левое поддерево

пройти правое поддерево

попасть в корень      ABR

3. симметричный порядок прохождения (слева-направо)

пройти левое поддерево

попасть в корень

пройти правое поддерево        ARB
1. Сверху вниз
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2. Слева-направо

1    2   3    2    4    2    1    5    6    5    7    5    1

3. Снизу-вверх


1    2   3   2   4   2   1 5  6  5   7    5    4   

Преобразование из инфиксной формы в постфиксную с помощью алгоритма прохода деревьев

a*-b+c/d





+




   *



 /


        A


         -

c

 d















b

3 ab-*cd/+       обратная польская


2 a*-b+c/d 



1 +*a-b/cd 
прямая польская

y1=a+bx-cx

y2=ax2-bx-d
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Прошивка деревьев


Эффективность обхода дерева может быть увеличена, если использовать пустые указатели на отсутствующие поддеревья для хранения в них адресов узлов преемников, предшественников, которые необходимо посетить при заданном порядке обхода дер. Такой указатель называется нить.

Этот тип указателей следует отличать от указателей, используемых в структуре дерева. Для левого и правого поддерева операция заменяющая пустые указатели на нити – прошивка.


Прошивка может выполняться по-разному

1. Нить заменяет пустой указатель в узлах с пустым правым поддеревом при просмотре в симметричном порядке, то дерево называется симметрично прошитым справа

2. По аналогии – симметрично прошитым слева – каждый пустой левый указатель изменяется таким образом, что содержит нить к приёмнику данного узла при просмотре в симметричном порядке слева направо.

3. Симметрично прошитое дерево – дерево прошитое слева и справа.

4. В прямо прошитых слева и справа пустые указатели.    
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Преимущества прошитого дерева:

--быстрый обход

--отсутствие стека

--возможность определения предшественника и приемника вершины.

Недостатки:

--включение новой вершины сложнее, т.к необходимо поддерживать и структуру связи и связи по нити.

Для БД с симметричной прошивкой вставка новой вершины слева от заданной р- левое поддерево заданной вершины х если х имеет своих потомков, т.е новая вершина вставляется между х и левым  сыном  х.

Для удобства создания и обхода БД используется дополнительная головная вершина head, которая служит при смешанном обходе предшественников его 1-ой вершины и приемников всех его концевых вершин. Такого рода элементы являются реальной необходимостью.
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Представление деревьев в виде бинарных деревьев.

Основными различиями между деревьями и бинарными деревьями являются:

1. дерево никогда не бывает пусто, т.е. дерево имеет по меньшей мере один узел, и каждый узел дерева может иметь 0,1,2,3,… сыновей.

2. Бинарное дерево может быть пусто, и каждый из его узлов может иметь 0,1 или 2 сына; делается различие между «правым » и «левым» сыном даже в том случае, когда узел имеет лишь одного сына.

Любое дерево может быть единственным образом представлено в виде бинарного дерева.

Порядок преобразования будет состоять из двух этапов:

На первом для каждой вершины уничтожаются все исходящие из нее ребра, кроме самого левого, вместо них рисуются ребра, соединяющие вершину с другой вершиной, расположенной справа от нее на том же уровне. После этого для каждой вершины осуществляется выбор левого и правого сыновей по правилу:

Левый сын – это вершина, расположенная непосредственно ниже данной, а правый сын – вершина, расположенная непосредственно справа от данной на одной на одном уровне. 


[image: image1]
Лес – это упорядоченное множество, состоящее из некоторого, быть может, равного нулю, числа деревьев.

Поддеревья, исходящие из любого узла дерева, образуют лес.

Всякий лес может естественным образом представить в виде бинарного дерева. Рассмотрим следующий лес из двух деревьев:


[image: image2]
Затем, повернув на 45°, получаем бинарное дерево

Выполненное преобразование называется естественным соответствием между лесами и бинарными деревьями. В частности, оно дает соответствие между деревьями и такими бинарными деревьями, которые имеют корень, но не имеют правого поддерева. Можно также несколько видоизменить способ соответствия, приняв, что голова списка бинарного дерева соответствует корню дерева; при этом получаем взаимно однозначное соответствие между деревьями и бинарными деревьями.

Пусть F=(T1,T2,T3,..,Tn) –лес деревьев. Бинарное дерево В(F), соответствующее F , можно строго определить следующим образом:

1. если n=0, то B(F) пусто

2. если n>0, то корнем B(F) является корень Т1; левым поддеревом дерева B(F) является B(T11,T12, T13,…,T1m), где T11,T12, T13,…,T1m  – поддеревья корня T1; правым же поддеревом дерева B(F) является B(T2, T3,…,Tn).

Иногда для удобства будем рисовать диаграмму бинарного дерева, не поворачивая ее на 45°. Прошитое бинарное дерево будет иметь вид
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Правые связи-нити идут от самого правого сына к отцу семьи. Для левых же связей-нитей естественной интерпретацией их хода нет, ввиду отсутствия симметрии между левым и правым.

Исходя из указанного естественного соответствия идеи прохождения можно применить к лесам. Известные три порядка прохождения принимают вид: 

прямой порядок  1) попасть в корень первого дерева; 2) пройти поддеревья первого дерева(в прямом порядке); 3) пройти оставшиеся деревья (в прямом порядке) симметричный порядок 1)пройти поддеревья первого дерева (в симметричном порядке); 2) попасть в корень первого дерева; 3) пройти оставшиеся деревья (в симметричном порядке);

 концевой порядок 1)пройти поддеревья первого дерева (в концевом порядке); 2) пройти оставшиеся деревья (в концевом порядке); 3) попасть в корень первого дерева.

Чтобы понять значение этих трех методов прохождения, рассмотрим следующую запись дерева с помощью вложенных скобок: (А(В,С(К),)D(E(H),F(J),G)). 

Эта запись соответствует рассмотренному лесу: представляем дерево, записывая сначала информацию, заложенную в его корне, а затем представляем его поддеревья. Т.о. представлением непустого леса служит заключенный в скобки список представлений его деревьев, разделяемых запятыми. Если лес проходится в прямом порядке, то попадаем в последовательность ABCKDEHFJG. Прямой порядок есть естественный  способ пересечения узлов дерева: сначала мы записываем корень, а затем потомков.

Симметричный порядок для узлов леса таков BKCAHEJFGD. 

Интересно заметить, что прямой порядок есть освященное веками понятие, которое можно выразительно назвать династическим порядком. После смерти короля, герцога, графа и т.д. его титул переходит к его первому сыну, а затем к потомкам первого сына, и если же таковые умирают, то титул таким же образом переходит к другим сыновьям этой семьи. (В Англии титул может переходить и к дочерям, но их ставят после всех сыновей)

Узлы дерева в концевом порядке располагаются таким образом KCBHJGFEDA. 

Использование списковых структур для построения графов.

Список определяется (рекурсивно) как конечная последовательность атомов либо списков, число которых, может быть, и равно нулю. В данном случае «атом» – неопределяемое понятие, относящееся к элементам, взятым из любого множества предметов, лишь бы соблюдалось условие, что можно отличить атом от Списков. С помощью простой системы можно различать атомы от Списков и указывать их упорядочение внутри Списков. В качестве примера рассмотрим Список с пятью элементами

L= ( а, ( в, а, в), ( ), с, ((( 2 )))), 

   в котором первый элемент – атом а ; второй – Список ( в, а, в); далее идет пустой Список «( )», за которым следует атом с и наконец Список ((( 2 ))). Последний Список состоит из Списка (( 2 )), который состоит из Списка ( 2 ), который в свою очередь состоит из атома 2.

Этому Списку l соответствует древовидная структура :

L=





       *


здесь звездочки служат для 

                                                       а       *       *       с       *         обозначения Списка 
                                                            в     а     в                 *         в отличие от атома.
                                                                                             *

                                                                                             2

Индексная система обозначения применима как к деревьям, так и к Спискам, например L[2]= (в,а,в), L[2.2]= а.

Узлы в списке (4), являющиеся Списками, не несут никакой информации, за исключением того, что являются Списками. Можно пометить элементы Списков, несущих информацию. Например, А=(а: ( в, с), d: ( )) соответствует дереву, которое можно изобразить следующим образом:

А =                                                                    *

а *          d *

в      с         .

Существенная разница между Списками и деревьями состоит в том, что Списки могут перекрываться (т.е. подсписки могут быть рекурсивными пересекаться) и даже могут быть рекурсивными, т.е. содержать самих себя, так никакой древовидной структуре не соответствуют ни Список М=(М), ни Список N=(a: M,b; M,c: N)

Любой лес является Списком, например:

а                       е   

b     c     d             f       g
                                         h
можно рассматривать как Список (а: ( b, c, d), e ( f, g: ( h))), а а соответствующая диаграмма Списка будет выглядеть следующим образом:

*

a *                * e
b   c   d          f      g *

                              h
Хотя любой лес можно представить как список, обратное не верно.

Рассмотрим списки:

1. ( a, ( b, c, d), e, ( f, g) список содержит 4 элемента: атомы а и е ; подсписки ( b, c, d)  и ( f, g), графически можно представить:

 *

a       *           *       e

b   c   d     f     g

2. (( а )) – список состоит из подсписка, в который входит один атом а

*

*

а

Второй способ представления списков аналогичен связанному изображению деревьев. Элемент списка изображается  прямоугольником  из двух полей. Первое – это имя атомарного элемента или указатель на подсписок, второе поле – либо указатель на следующий элемент в том же списке, либо NIL.

1.     



2.   



Списковые структуры имеют следующие характеристики:

1. порядок – последовательность, в которой элементы появляются в списке;

2. глубина – максимальный уровень вложенности, соответствующий элементам. элементы а и е расположены на уровне 1, а все остальные на уровне 2. Список рассматривается целиком следовательно его глубина = 2.

3.  Длина – определяется числом элементов уровня 1 в списке.

В качестве элементов списков могут служить слова и предложения. Список рассматривается как предложение: man bites ([bait]) dog
( man, bites, dog)

the man bites the dog =

(( the, man), bites, (the, dog))

the big man is biting the small dog =

((the, big), ( man)), ( is, biting), (( the, small), ( dog)))

Теперь можно построить списковую структуру





Списки являются расширением деревьев, так как  список в качестве элемента может содержать сам себя, а дерево нет, таким образом не каждый список можно представить деревом, но каждое дерево можно представить списком.

Например, М= а, в, м. Данное представление используется для рекурсивного списка, однако при работе с ним требуется внимание – как избежать бесконечного цикла

    М

А     в     м 

        А     в      м

                А      в      м  

Списки позволяют отображать более общие графы: ( y ( z, w), ( 2, ( z, w), a)
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