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ВВЕДЕНИЕ
Исследование операций (ИО) — дисциплина, занимающаяся разработкой и применением методов нахождения оптимальных решений на основе математического моделирования, статистического моделирования и различных эвристических подходов в различных областях человеческой деятельности.

Под операциями обычно понимают целенаправленные управляемые процессы. Природа их может быть различной - это могут быть военные действия, производственные процессы, коммерческие мероприятия, административные решения, и т.д. Что интересно - операции эти (совершенно несхожие по своей природе) могут быть описаны одними и теми же математическими моделями, более того, анализ этих моделей позволяет лучше понять суть того или иного явления и даже предсказать его дальнейшее развитие. Мир, как оказалось, устроен необычайно компактно (в информационном смысле), поскольку одна и та же информационная схема реализуется в самых разных физических (и не только физических) проявлениях. Благодаря наличию общих закономерностей в развитии самых разных систем возможно исследование их математическими методами. Исследование операций как математический инструментарий, поддерживающий процесс принятия решений в самых разных областях человеческой деятельности, как совокупность средств, позволяющих обеспечить лицо, принимающее решение, необходимой количественной информацией, полученной научными методами, сформировалось на стыке математики и разнообразных социально-экономических дисциплин; свой вклад в его становление внесли представители самых различных областей науки.

Первые формальные разработки по исследованию операций были инициированы в Англии во время Второй мировой войны, когда команда британских ученых сформулировала и нашла решение задачи наиболее эффективной доставки военного снаряжения на фронт. После окончания войны эти идеи были перенесены в гражданскую сферу для повышения эффективности и продуктивности экономической и производственной деятельности. Сегодня теория исследования операций является основным и неотъемлемым инструментом при принятии решений в самых разнообразных областях человеческой деятельности.

Краеугольным камнем исследования операций является математическое моделирование. Хотя данные, полученные в процессе исследования математических моделей, являются основой для принятия решений, окончательный выбор обычно делается с учетом многих других «нематериальных» (не имеющих числового выражения) факторов (таких как человеческое поведение), которые невозможно отобразить в математических моделях.
В исследовании операций нет единого общего метода решения всех математических моделей, которые встречаются на практике. Вместо этого выбор метода решения диктуют тип и сложность исследуемой математической модели.
Наиболее известными и эффективными методами ИО являются методы линейного программирования, когда целевая функция и все ограничения являются линейными функциями. Для решения математических моделей других типов предназначены методы целочисленного программирования (если все переменные должны принимать только целые значения), динамического программирования (где исходную задачу можно разбить на меньшие подзадачи) и нелинейного программирования (когда целевая функция и/или ограничения являются нелинейными функциями), исследования функций классического анализа, геометрического программирования, вариационное исчисление, принцип максимума и методы, основанные на использовании неопределенных множителей Лагранжа.
Как правило, нельзя рекомендовать какой-либо один метод, который можно использовать для решения всех без исключения задач, возникающих на практике. Одни методы в этом отношении являются более общими, другие – менее общими.

Большинство методов исследования операций не позволяют получить решение в замкнутой форме (в виде формул), а представляют собой итерационные алгоритмы, когда задача решается последовательно, и решение на каждом следующем шаге приближается к оптимальному.

Некоторые математические модели могут быть настолько сложными, что их невозможно решить никакими доступными методами оптимизации. В этом случае используется эвристический подход: поиск подходящего решения вместо оптимального.
Альтернативой математическому моделированию сложных систем может служить имитационное моделирование. Различие между математической и имитационной моделями заключается в том, что в последней отношение между «входом» и «выходом» может быть явно не задано. Вместо явного математического описания взаимоотношения между входными и выходными переменными математической модели, при имитационном моделировании реальная система разбивается на ряд достаточно малых (в функциональном отношении) элементов или модулей. Затем поведение исходной системы имитируется как поведение совокупности этих элементов, определенным образом связанных (путем установки соответствующих взаимосвязей) в единое целое. Вычислительная реализация такой модели начинается с входного элемента, далее проходит по всем элементам, пока не будет достигнут выходной элемент.
На практике реализация методов ИО должна включать следующие этапы:

1. Формализация исходной проблемы.

2. Построение математической модели.

3. Решение модели.

4. Проверка адекватности модели.

5. Реализация решения.
Формализация проблемы требует исследования той предметной области, где возникла рассматриваемая проблема. В результате такого исследования должны быть получены следующие три принципиальных элемента решаемой задачи: 1) описание возможных альтернативных решений, 2) определение целевой функции, 3) построение системы ограничений, налагаемых на возможные решения.
Построение математической модели означает перевод формализованной задачи, описание которой получено на предыдущем этапе, на четкий язык математических отношений.
Решение модели — наиболее простой из всех этапов реализации методов исследования операций, так как здесь используются известные алгоритмы оптимизации. Важным аспектом этого этапа является анализ чувствительности полученного решения. Это подразумевает получение дополнительной информации о поведении «оптимального» решения при изменении некоторых параметров модели.
Проверка адекватности модели предполагает проверку ее правильности, т.е. определения того, соответствует ли поведение модели в конкретных ситуациях поведению исходной реальной системы.
Реализация решения подразумевает перевод результатов решения модели в рекомендации, представленные в форме, понятной для лиц, принимающих решения, т.е. заказчиков.

Для исследования операций разработан ряд соответствующего программного обеспечения. Прежде всего, это программа TORA, шаблоны электронной таблицы Excel и программные пакеты LINGO и AMPL.
Программа TORA предлагает средства для обращения матриц, решения систем линейных уравнений, задач линейного целочисленного программирования, транспортных и сетевых задач, задач теории массового обслуживания и теории игр. TORA может использоваться в автоматическом режиме или в режиме пошагового выполнения, который можно считать режимом обучения.

Шаблоны электронной таблицы Excel дополняют возможности программы TORA. Это, в частности, шаблоны для решения задач линейного и динамического программирования, реализации аналитического иерархического процесса, теории принятия решений, исследования моделей инвестиций, предварительной обработки данных, теории массового обслуживания, имитационного моделирования и нелинейной оптимизации. Некоторые из этих шаблонов являются «простыми» рабочими листами Excel. Другие используют надстройку Excel «Поиск решения» или макросы, написанные на языке VBA.
Коммерческие пакеты LINGO и AMPL предназначены для решения сложных и больших задач математического программирования.
1 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Мебельная фабрика выпускает столы, стулья, бюро и шкафы. При изготовлении этих изделий используются два типа досок: обычные и пропитанные специальным составом для придания долговечности. Еженедельно фабрика может закупать не более 1500 метров обычных досок и не более 1000 метров пропитанных досок. Расход досок на изготовление одного изделия приведен в таблице.

	Доски
	Расход досок на одно изделие, м

	
	стол
	стул
	бюро
	шкаф

	Обычные
	7
	2
	8
	10

	Пропитанные
	1
	1
	3
	2


Трудозатраты на выпуск одного стола или бюро в 4 раза, а одного шкафа - в 8 раз превышают трудозатраты на выпуск одного стула. Численность рабочих фабрики позволяет выпускать 800 стульев в неделю (если выпускать только стулья).
По заказу фабрика должно выпускать не менее 10 бюро в неделю.
Прибыль фабрики от выпуска одного стола, стула, бюро и шкафа составляет соответственно 15, 8, 17 и 10 ден.ед.
Составить план производства мебели, обеспечивающий фабрике максимальную прибыль.
2 ПОСТРОЕНИЕ БАЗОВОЙ АНАЛИТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ

В данной задаче требуется определить, сколько мебельная фабрика должна выпустить столов, стульев, бюро и шкафов, чтобы получить максимальную прибыль.

Для построения математической модели задачи введем переменные.

Обозначим через [image: image2.png]


 выпуск столов, через [image: image4.png]


 – стульев, через [image: image6.png]


 – бюро, через [image: image8.png]


 – шкафов (в единицах).

При изготовлении этих изделий используют обычные и пропитанные доски, на их закупку накладываются ограничения. Составим ограничение на расход обычных досок. На выпуск одного стола расходуется 7 единиц досок, значит, расход на весь выпуск составит [image: image10.png]7X,



 единиц. На выпуск стульев будет израсходовано [image: image12.png]2X,



 единиц, на выпуск бюро - [image: image14.png]8X,



 единиц, на выпуск шкафов - [image: image16.png]10X,



 единиц.
Таким образом, общий расход обычных досок составит [image: image18.png]7X,+2X,+8X, +10X,



. Эта величина не должна превышать 1500 единиц, поэтому можно записать следующее ограничение:
[image: image20.png]7X,+2X,+8X;+10X, = 1500



.
Составим ограничение на расход пропитанных досок. Расход на весь выпуск столов, стульев, бюро и шкафов соответственно составит: [image: image22.png]X,, X5, 3X3, 2X,.



 Таким образом, общий расход пропитанных досок составит [image: image24.png]X, + X,+3X;+ 2X,.



 Эта величина не должна превышать 1000 единиц, запишем следующее ограничение:

[image: image26.png]X, + X,+3X;+2X, = 1000



.
Численность рабочих предприятия позволяет выпустить 800 стульев, если выпускать только их. Следовательно, можем считать, что весь трудовой ресурс предприятия составляет 800 условных единиц. Тогда трудоемкость изготовления стула – 1. Известно, что трудоемкость изготовления одного стола или бюро в 4 раза, а одного шкафа – в 8 раз превышают трудозатраты на изготовления одного стула. Следовательно, трудоемкость стола и бюро – 0,25, шкафа – 0,125. Так как, затраты трудовых ресурсов не должны превышать 800, мы можем составить ограничение:
[image: image28.png]0,25X, + X, + 0,25X, + 0,125X, = 800



.
Также есть ограничение на выпуск бюро – фабрика должна выпускать их не меньше 10, запишем ограничение: [image: image30.png]


.
Кроме того, переменные [image: image32.png]


, [image: image34.png]


, [image: image36.png]


 и [image: image38.png]


 по своему физическому смыслу не могут принимать отрицательных и дробных значений, так как они обозначают выпуск изделий. Поэтому необходимо указать ограничения неотрицательности и целочисленности:

[image: image40.png]


,
[image: image42.png]


.
В данной задаче требуется составить план производства, обеспечивающий максимальную прибыль. Прибыль фабрики от выпуска столов, стульев, бюро, шкафов составляет соответственно 15[image: image44.png]


, 8[image: image46.png]


, 17[image: image48.png]


, 10[image: image50.png]


 денежных единиц. Таким образом, общая прибыль от выпуска всех изделий составит [image: image52.png]15X, + 8X, + 17X, + 10X,



 Требуется найти такие значения переменных [image: image54.png]


, [image: image56.png]


, [image: image58.png]


 [image: image60.png]


, при которых эта величина будет максимальной. Целевая функция для данной задачи имеет вид:
[image: image62.png]E = 15X, +8X, + 17X, + 10X, — max



.
Полная математическая модель имеет следующий вид:

[image: image64.png]7X,+2X,+8X;+10X, = 1500



 
[image: image66.png]X, + X,+3X;+2X, = 1000



 
[image: image68.png]0,25X, + X, + 0,25X, + 0,125X, = 800



 
[image: image70.png]


 
[image: image72.png]


,
[image: image74.png]


.
[image: image76.png]E = 15X, + 8X, + 17X, + 10X, — max.



 

3 ОБОСНОВАНИЕ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ ПРОЦЕДУРЫ

Все ограничения и целевая функция в данной задаче линейны, поэтому для ее решения можно использовать симплекс-метод.
В математической модели задачи имеется ограничение типа “больше или равно”. После приведения такого ограничения к стандартной форме в нем не содержится базисной переменной. Поэтому для решения задачи потребуется использовать один из методов искусственного базиса. В данном случае будет применен двухэтапный метод.
Переменные в задаче по своему физическому смыслу не могут принимать дробные значения, поэтому в том случае, если в полученном решении переменные будут дробные, к задаче необходимо будет применить метод ветвей и границ.
4 РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ НА ОСНОВЕ СИМПЛЕКС-МЕТОДА

Приведем математическую модель задачи к стандартной форме. Для этого в ограничение «меньше или равно» введем остаточные переменные, а в ограничение «больше или равно» введем избыточную переменную:
[image: image78.png]7X,+2X,+8X; + 10X, + X; = 1500



 
[image: image80.png]X, + X,+3X;+2X, + X, = 1000



 
[image: image82.png]0,25X,+ X, +0,25X, + 0,125X, + X, = 800



 
[image: image84.png]X, — X, =10



 
[image: image86.png]


,
[image: image88.png]


.
[image: image90.png]E = 15X, +8X, + 17X, + 10X, — max



.
В ограничении [image: image92.png]X, — X, =10



 нет базисной переменной (т.е. переменная, входящая только в данное ограничение с коэффициентом, равным единице). Поэтому требуется ввести искусственную базисную переменную:

[image: image94.png]X, —Xo + X, =10



.

Таким образом, в каждом ограничении есть базисная переменная ([image: image96.png]Xo, X5, X, X



), остальные переменные – небазисные.
Составляется искусственная целевая функция – сумма искусственных переменных (в данном случае имеется только одна искусственная переменная):
[image: image98.png]W = X, —» min



.
Эта целевая функция подлежит минимизации, так как для определения начального допустимого решения необходимо, чтобы все искусственные переменные приняли нулевые значения.

Искусственная целевая функция выражается через небазисные переменные. Для этого сначала выразим искусственную переменную [image: image100.png]


 через небазисные переменные и подставим ее в искусственную целевую функцию:
[image: image102.png]Xo =10—X; + X,



 
[image: image104.png]W=10—-X, + X, = min



.

Для приведения всей задачи к стандартной форме требуется перейти к искусственной целевой функции, подлежащей максимизации. Для этого она умножается на -1:

[image: image106.png]W =—-10+ X, — X; = max



.

Приведем полную математическую модель задачи в стандартной форме и с искусственным базисом:

[image: image108.png]7X,+2X,+8X; + 10X, + X; = 1500



 
[image: image110.png]X, + X,+3X;+2X, + X, = 1000



 
[image: image112.png]0,25X,+ X, +0,25X, + 0,125X, + X, = 800



 
[image: image114.png]X, —Xo + X, =10



 
[image: image116.png]


,
[image: image118.png]


.
[image: image120.png]E = 15X, +8X, + 17X, + 10X, — max



.
[image: image122.png]W =—-10+ X, — X; = max



.
Составим первую симплекс−таблицу (таблица 1).

Таблица 1.
	Базис
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	x8
	x9
	Решение

	E
	-15
	-8
	-17
	-10
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	-W
	0
	0
	-1
	0
	0
	0
	0
	1
	0
	-10

	x9
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	-1
	1
	10

	x5
	7
	2
	8
	10
	1
	0
	0
	0
	0
	1500

	x6
	1
	1
	3
	2
	0
	1
	0
	0
	0
	1000

	x7
	0,25
	1
	0,25
	0,125
	0
	0
	1
	0
	0
	800


Приведенное в таблице 1 начальное условие ([image: image124.png]0,X5; =1500,X, = 1000,X, = 800,X; = 10



) является недопустимым: оно не соответствует начальной системе ограничений, так как условие [image: image126.png]


 не выполняется.
Для поиска начального допустимого решения реализуется первый этап двухэтапного метода: минимизация искусственной целевой функции на основе процедур симплекс-метода.

Выбирается переменная для включения в базис: это переменная [image: image128.png]


, так как ей соответствует максимальный по модулю отрицательный коэффициент в строке искусственной целевой функции.
Для определения переменной, исключаемой из базиса, найдем симплексные отношения: 10/1=10; 1500/8=187,5; 1000/3=333,33; 800/0,25=3200. Таким образом, минимальное симплексное отношение соответствует переменной [image: image130.png]


, значит, эта переменная исключается из базиса.
Ведущий столбец [image: image132.png]


, ведущая строка [image: image134.png]


, ведущий элемент 1.

В результате преобразований по правилам симплекс-метода будет получена следующая симплекс-таблица (таблица 2).
Таблица 2.
	Базис
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	x8
	x9
	Решение

	E
	-15
	-8
	0
	-10
	0
	0
	0
	-17
	17
	170

	-W
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	0

	x3
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	-1
	1
	10

	x5
	7
	2
	0
	10
	1
	0
	0
	8
	-8
	1420

	x6
	1
	1
	0
	2
	0
	1
	0
	3
	-3
	970

	x7
	0,25
	1
	0
	0,125
	0
	0
	1
	0,25
	-0,25
	797,5


Как видно из таблицы 2, искусственная целевая функция равна нулю, и в базисе нет искусственных переменных. Получено допустимое решение: [image: image136.png]


, [image: image138.png]10



, [image: image140.png]Xs = 1420



, [image: image142.png]X;, =970



, [image: image144.png]X, =797,5



. В том, что это решение является допустимым можно убедиться, подставив значения переменных в систему ограничений:
[image: image146.png]7X, +2X, +8X,+ 10X, + X; =80+ 1420 < 1500



 
[image: image148.png]X, + X,+3X;+2X, + X, =30+970 = 1000



 
[image: image150.png]0,25X, + X, +0,25X, + 0,125X, + X, = 2,5+ 797,5 =< 800



 
[image: image152.png]


 
[image: image154.png]enble



,
[image: image156.png]


.
[image: image158.png]E = 15X, + 8X, + 17X; + 10X, — max



.
Таким образом, первый этап двухэтапного метода завершен. Искусственная целевая функция и искусственные переменные исключаются из симплекс-таблицы (таблица 3).
Таблица 3.
	Базис
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	x8
	Решение

	E
	-15
	-8
	0
	-10
	0
	0
	0
	-17
	170

	x3
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	-1
	10

	x5
	7
	2
	0
	10
	1
	0
	0
	8
	1420

	x6
	1
	1
	0
	2
	0
	1
	0
	3
	970

	x7
	0,25
	1
	0
	0,125
	0
	0
	1
	0,25
	797,5


Полученное решение является допустимым, но не оптимальным: признак неоптимальности решения – наличие отрицательных коэффициентов в строке целевой функции [image: image160.png]


. Поэтому реализуется второй этап двухэтапного метода: максимизация основной целевой функции[image: image162.png]


.

В базис включается переменная [image: image164.png]


, так как ей соответствует максимальный по модулю отрицательный коэффициент в строке целевой функции. Для определения переменной, исключаемой из базиса, вычисляются симплексные отношения: 1420/8=177,5; 970/3=323,33; 797,5/0,25=3190.

Минимальное симплексное отношение соответствует переменной [image: image166.png]


, значит, эта переменная исключается из базиса. После преобразований по правилам симплекс-метода будет получена новая симплекс-таблица (таблица 4).
Таблица 4.
	Базис
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	x8
	Решение

	E
	-0,125
	-3,75
	0
	11,25
	2,125
	0
	0
	0
	3187,5

	x3
	0,875
	0,25
	1
	1,25
	0,125
	0
	0
	0
	187,5

	x8
	0,875
	0,25
	0
	1,25
	0,125
	0
	0
	1
	177,5

	x6
	-1,625
	0,25
	0
	-1,75
	0
	1
	0
	0
	437,5

	x7
	0,0313
	0,9375
	0
	-0,1875
	0
	0
	1
	0
	753,125


Решение, полученное в таблице 4, еще не является оптимальным (в строке целевой функции имеется отрицательный коэффициент). Поэтому продолжаются вычисления по правилам симплекс-метода. В базис включается переменная [image: image168.png]


. Для определения переменной, исключаемой из базиса, вычисляются симплексные отношения: 177,5/0,25=710; 437,5/0,25=1750; 753,125/0,9375=803,33.
Минимальное симплексное отношение соответствует переменной [image: image170.png]


, значит, эта переменная исключается из базиса. После преобразований по правилам симплекс-метода будет получена новая симплекс-таблица (таблица 5).

Таблица 5.
	Базис
	x1
	x2
	x3
	x4
	x5
	x6
	x7
	x8
	Решение

	E
	13
	0
	0
	30
	4
	0
	0
	15
	5850

	x3
	0
	0
	1
	0
	0
	0
	0
	-1
	10

	x2
	3,5
	1
	0
	5
	0,5
	0
	0
	4
	710

	x6
	-2,5
	0
	0
	-3
	-0,125
	1
	0
	-1
	260

	x7
	-3,25
	0
	0
	-4,875
	-0,4688
	0
	1
	-3,75
	87,5


Получено оптимальное решение (признак его оптимальности — отсутствие отрицательных элементов в строке целевой функции). Основные переменные задачи приняли следующие значения: [image: image172.png]


, [image: image174.png]X, =710



, [image: image176.png]10



, [image: image178.png]


. Это означает, что необходимо выпустить 710 стульев и 10 бюро, а выпускать столы и шкафы не следует. Значение целевой функции [image: image180.png]


5850 показывает, что прибыль при таком объеме выпуска изделий составит 5850 ден.ед.
Остаточная переменная [image: image182.png]260



 означает, что останется не использовано 260 метров пропитанных досок.
Переменная [image: image184.png]


 усл.ед. означает, что 87,5 усл.ед. трудового ресурса не будут заняты в производстве.

Переменная [image: image186.png]


 означает, что весь закупленный объем обычных досок будет израсходован. Избыточная переменная [image: image188.png]


 означает, что недельный выпуск бюро не превысит минимально необходимую величину (необходимо выпустить не менее 10 изделий).
Таким образом, для реализации оптимального плана выпуска мебели требуется израсходовать 1500 метров обычных и 1000-260=740 метров пропитанных досок.
Рабочий лист с результатами решения задачи с использованием программы Simplex-M приведен в Приложении А.
Рабочий лист с результатами решения задачи с использованием табличного процессора Excel приведен в Приложении Б.

5 АНАЛИЗ БАЗОВОЙ МОДЕЛИ НА ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТЬ

5.1 Статус и ценность ресурсов

В рассматриваемой задаче ресурсами являются обычные и пропитанные доски и трудовые ресурсы.

Как видно из значения остаточной переменной [image: image190.png]


 пропитанные доски израсходованы не полностью, т.е. они не являются недефицитным ресурсом. Поэтому увеличение ее запаса нецелесообразно: оно приведет только к увеличению неизрасходованного остатка. Таким образом, пропитанных досок можно закупать на 260 метров меньше; это никак не повлияет на оптимальный план производства мебели. Если запас пропитанных досок снизить более чем на 260 метров (запас составит менее 740 метров), то потребуется заново определять оптимальный план производства мебели; по смыслу задачи, очевидно, что в этом случае прибыль снизится.
Аналогично проанализируем значение остаточной переменной [image: image192.png]


. Как видно из ее значения [image: image194.png]


 усл.ед. трудовой ресурс израсходован не полностью, значит, он является недефицитным. Таким образом, трудовой ресурс можно уменьшить на 87,5 усл.ед.; это никак не повлияет на оптимальный план производства мебели. Если трудовой ресурс снизится более чем на 87,5 ул.ед. (т.е. составит менее 712,5 усл.ед.), то потребуется заново определять оптимальный план производства мебели.
Остаточная переменная [image: image196.png]


 означает, что запас обычных досок будет израсходован полностью, т.е. этот ресурс является дефицитным: увеличение запаса позволит увеличить прибыль; снижение запаса приведет к снижению прибыли.
Ценности ресурсов представляют собой коэффициенты - строки при остаточных переменных, соответствующих остаткам ресурсов, в симплекс-таблице с оптимальным решением (таблица 5). Ценность обычных досок равна 4 ден.ед., ценность пропитанных досок равна нулю. Это означает, что увеличение запаса обычных досок на 1 метр приведет к увеличению прибыли завода на 4 ден.ед. Снижение этого запаса приведет к соответствующему снижению прибыли. Нулевое значение ценности пропитанных досок означает, что увеличение его запаса или его снижение (не более чем на 260 метров) не приведет к изменению прибыли, так как данный ресурс недефицитен.
Также можно сделать вывод, что увеличивать запас обычных досок целесообразно только при условии, что его цена не будет превышать 4 ден.ед. за 1 метр, иначе затраты на их закупку превысят прибыль от их использования.
5.2 Анализ на чувствительность к изменениям запаса пропитанных досок 

Проанализируем, как влияют на оптимальный план производства изменение размера запаса пропитанных досок.

Пусть максимально возможный запас пластмассы изменился на [image: image198.png]


 единиц, т.е. составляет не 1000, а [image: image200.png]1000+ d



 единиц. Для определения нового оптимального решения при изменившемся запасе пропитанных досок используем коэффициенты окончательной симплекс-таблицы (таблица 5) из столбца остаточной переменной [image: image202.png]


, так как эта переменная входит в изменившееся ограничение. Новое оптимальное решение определяется следующим образом:
[image: image204.png]X, =10+ 0d



 
[image: image206.png]X, =710+ 0d



 
[image: image208.png]X; =260+ 1d



 
[image: image210.png]


.
[image: image212.png]E = 5850 + 0d



.

Пусть, например, максимально возможный запас пропитанных досок составляет не 1000, а 1200 единиц, т.е. d=200. Найдем новое оптимальное решение:

[image: image214.png]X, =10+0d=10



 
[image: image216.png]X, =710+0d =710



 
[image: image218.png]Xs =260+ 1d = 460



 
[image: image220.png]


.
[image: image222.png]E = 5850+ 0d = 5850



.

Из этих уравнений видно, что изменения ограничения на запас пропитанных досок (если эти изменения не выходят за определенный диапазон) не приведут к каким-либо изменениям в решении задачи. Количество всех выпускаемых фабрикой изделий, неизрасходованный трудовой ресурс и прибыль останутся без изменений. Будет изменяться только остаток пропитанных досок после производства мебели.
Определим диапазон изменений запаса пропитанных досок, при которых состав переменных в оптимальном базисе остается прежним (т.е. базис оптимального решения будет состоять из переменных [image: image224.png]


, [image: image226.png]


, [image: image228.png]


, [image: image230.png]


). Этот диапазон находится из условия неотрицательности всех переменных:
[image: image232.png]X,=10+0d=0



 
[image: image234.png]X,=710+0d=0



 
[image: image236.png]X =260+1d=0



 
[image: image238.png]


.
Решив эту систему неравенств, получим: [image: image240.png]—260=d =



. Это означает, что базис оптимального решения будет состоять из переменных [image: image242.png]


, [image: image244.png]


, [image: image246.png]


, [image: image248.png]


, если запас пропитанных досок будет составлять от 740 метров. Если запас этого ресурса составит менее 740 метров, то для определения оптимального решения потребуется решать задачу заново (с новым ограничением на поставку пропитанных досок).
5.3 Анализ на чувствительность к изменениям прибыли от реализации бюро
Проанализируем, как влияют на оптимальный план производства изменения величины прибыли от реализации одного из изделий, например, бюро.

Пусть прибыль от продажи одного бюро изменилась на d ден.ед., т.е. составляет не 17, а 17+ d ден.ед. Для анализа влияния этих изменений на оптимальное решение используются коэффициенты окончательной симплекс-таблицы (таблица 5) из строки переменной [image: image250.png]


, так как для этой переменной изменился коэффициент целевой функции. Новые значения коэффициентов E-строки при небазисных переменных (т.е. при переменных [image: image252.png]


, [image: image254.png]


, [image: image256.png]


, [image: image258.png]


) для окончательной симплекс-таблицы, а также новое оптимальное значение целевой функции определяются следующим образом:
[image: image260.png]F, =13+ 0d



 
[image: image262.png]F, =30+ 0d



 
[image: image264.png]F; =4+0d



 
[image: image266.png]Fy = 15— 1d



.
[image: image268.png]E = 5850+ 10d



.
Пусть, например, прибыль от продажи одного бюро снизилась на 7 ден.ед., т.е. составляет не 17, а 10 ден.ед. (d=-7). Найдем новые значения коэффициентов E-строки при небазисных переменных для окончательной симплкс-таблицы и новое оптимальное значение целевой функции:
[image: image270.png]F, =134+0-(-7)=13



 
[image: image272.png]F,=30+0-(=7)=30



 
[image: image274.png]F;=4+0-(-7)=4



 
[image: image276.png]Fo=15—-1-(-7)=22



.
[image: image278.png]=5850+10-(—7)=5780



.
Видно, что коэффициенты E-строки остались неотрицательными. Это значит, что оптимальное решение не изменится: [image: image280.png]


, [image: image282.png]X, =710



, [image: image284.png]10



, [image: image286.png]


, [image: image288.png]


, [image: image290.png]260



, [image: image292.png]


. Таким образом, при снижении прибыли от продажи одного бюро до 10 ден.ед. заводу для получения максимальной прибыли следует выпускать 10 бюро. Для новых условий прибыль от продажи всех изделий при таких объемах составит 5780 ден.ед., которая является максимально возможной в этом случае.

Определим диапазон изменений прибыли от продажи одного стула, при котором остается оптимальным решение, найденное для исходной постановки задачи. Условием оптимальности решения является неотрцательность всех коэффициентов E-строки:

[image: image294.png]F, =13+0d=0



 
[image: image296.png]F,=30+0d=0



 
[image: image298.png]F-=4+0d=0



 
[image: image300.png]F;=15—1d=0



.
Решив эту систему неравенств, получим: [image: image302.png]


. Это означает, что решение, найденной для исходной постановки задачи оптимально, если прибыль от продажи одного бюро не превысит 32 ден.ед. Если эта прибыль превысит 32 ден.ед., то для получения оптимального решения потребуется решить задачу заново, используя симплекс-метод. Новое оптимальное решение будет отличаться от прежнего решения не только значениями, но и составом переменных в оптимальном базисе. При этом прежнее решение уже не будет оптимальным, но останется допустимым, так оно удовлетворяет ограничениям задачи.
6 ПОСТРОЕНИЕ МОДИФИЦИРОВАННОЙ АНАЛИТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ И АНАЛИЗ РЕЗУЛЬТАТОВ МОДИФИКАЦИИ

Проанализировав результаты решения задачи оптимизации (см. подраздел 4), можно выделить следующие недостатки в работе предприятия:
— четверть закупаемых пропитанных досок не используется;
— столы и шкафы не выпускаются.

В зависимости от конкретных условий работы предприятия эти недостатки (вместе или по отдельности) могут устраняться по-разному. 

6.1 Обеспечение полного использования запаса пропитанных досок
Завод не использует весь имеющийся запас пропитанных досок из-за нехватки другого ресурса (обычных досок), так как для производства любого изделия используются оба ресурса. Найдем, на какую величину необходимо увеличить поставку обычных досок, чтобы использовать все ресурсы по возможности более полно. Это позволит также увеличить выпуск изделий и получить большую прибыль.
Предположим, например, что завод увеличил запас обычных досок до 2000 метров. Внесём соответствующее изменение в правую часть ограничения математической модели:
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.
Решив задачу заново, используя MS Excel, получим следующее оптимальное решение:
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.
Неизрасходованный остаток пропитанных досок снизился (с 260 до 96 метров), однако все еще остается значительным.

Варьируя объем поставки обычных досок, подберем такую величину, чтобы остаток пропитанных досок был минимально возможным. Для математической модели 
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оптимальное решение примет вид: [image: image346.png]25
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. Таким образом, весь запас пропитанных досок будет использован при увеличении поставки обычных досок до 2257 метров. Также следует заметить, что количество неиспользуемого трудового ресурса снизилось с 87,5 до 0,75 усл.единиц.
Сравнительная характеристика начального и модифицированного планов работы завода приведена в таблице 6.
Таблица 6.
	Показатели
	Базовый план
	Модифицированный план

	Закупаемые ресурсы, м:
обычные доски

пропитанные доски
	1500

1000
	2257

1000

	Производство мебельных изделий, ед:
стол

стул

бюро

шкаф
	0

710

10

0
	25

777

66

0

	Остаток ресурсов, м:
обычные доски

пропитанные доски
	0
260
	0

0

	Неиспользованный трудовой ресурс, усл.ед:
	87,5
	0,75

	Прибыль, ден.ед.
	5850
	7713


Очевидно, что модифицированный план позволяет существенно улучшить показатели: обеспечивается полное использование ресурсов, увеличивается выпуск изделий и, соответственно, прибыль. Рабочий лист с результатами оптимизации на основе модифицированной модели с использованием табличного процессора Excel приведен в Приложении Б.
7 ПРИМЕРЫ ПОСТАНОВОК И РЕШЕНИЯ ОПТИМИЗАЦИОННЫХ ЗАДАЧ
Пример 1. Фирма выпускает пальто двух фасонов. Трудоемкость изготовления пальто первого фасона втрое выше трудоемкости изготовления пальто второго фасона. Если бы фирма выпускала только пальто первого фасона, то суточный объем производства мог бы составить 500 пальто. Суточный объем сбыта пальто первого фасона составляет ровно 150 штук, а второго фасона ограничен до 200 штук. Фирма может израсходовать не более 1000 единиц ткани для пошива пальто. На одно пальто первого фасона расходуется 2 единицы материала, на пальто второго фасона – 5 единиц.

Прибыль от продажи пальто первого фасона равна 80 ден. ед., второго – 50 ден. ед. Определить оптимальный план выпуска пальто, максимизирующий прибыль.
Для построения математической модели введем переменные:

[image: image362.png]


- количество выпускаемых пальто первого фасона,

[image: image364.png]


- количество выпускаемых пальто второго фасона.

Т.к. суточный объем производства только пальто первого фасона 500 штук, то за весь трудовой ресурс фирмы можно принять 500 единиц. Тогда из условия, что трудоемкость изготовления пальто первого фасона втрое выше трудоемкости изготовления пальто второго фасона, составим ограничение:
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.
Ограничение на суточный объем сбыта пальто запишем в виде:
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.
Ограничение на количество ткани для пошива пальто:

[image: image372.png]2X, +5X, =1000



.
Также, по смыслу задачи переменные [image: image374.png]


 и [image: image376.png]


 не могут принимать отрицательных и дробных значений:
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 целые,[image: image380.png]
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Прибыль от продажи пальто:
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.
Полная математическая модель задачи:
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.

Приведем математическую модель к стандартному виду:
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.

Решив задачу с помощью MS Excel, получим оптимальное решение:
[image: image418.png]150
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.

Это означает, что фирме надо выпускать 150 пальто первого фасона, 140 пальто второго фасона. Прибыль при этом составит 19000 ден. ед. Разница между максимально возможным и реальным выпуском пальто второго фасона будет 60 штук ([image: image430.png]Xy



) Остаток трудового ресурса будет равен 303,8 единиц ([image: image432.png]X, =303,8



), а ткань для пошива израсходуется полностью ([image: image434.png]


).. Рабочий лист MS Excel с решением задачи приведен в таблице Г.1 (Приложение Г).
Пример 2. Магазин Frutti продает два вида сока: апельсиновый и грушевый. Доход от одного литра апельсинового сока составляет 5 центов, тогда как доход от одного литра грушевого — 7 центов. В среднем магазин за день продает не более 500 литров обоих напитков. Несмотря на то что апельсиновый сок — более полезен, покупатели предпочитают грушевый, поскольку он значительно дешевле. Подсчитано, что объемы продаж грушевого и апельсинового соков (в натуральном исчислении) должны соотноситься не менее 2:1. Кроме того, известно, что магазин продает не менее 100 литров апельсинового сока в день.
Сколько литров каждого напитка должен иметь магазин в начале рабочего дня для максимизации дохода?

Для построения математической модели введем переменные:

[image: image436.png]


 - количество литров апельсинового сока,

[image: image438.png]


 - количество литров грушевого сока.

Так как в среднем магазин за день продает не более 500 литров обоих напитков, мы можем составить следующее ограничение:

[image: image440.png]X,+ X, =500



.
Из соотношения объемов продаж обоих видов сока вытекает следующее ограничение:

[image: image442.png]


.
Ограничение на продажу апельсинового сока:

[image: image444.png]X, = 100



.

Также, по смыслу задачи переменные [image: image446.png]


 и [image: image448.png]


 не могут принимать отрицательных и дробных значений:
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 целые,[image: image452.png]
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Прибыль от продажи апельсинового и грушевого соков:

[image: image456.png]E =5X,+ 7X, = max



.
Приведем полную математическую модель задачи:
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[image: image470.png]E =5X,+ 7X, = max



.

В задаче есть ограничение типа «больше или равно», значит, для ее решения потребуется применить двухэтапный метод. Приведем задачу к стандартной форме:
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Решив задачу с помощью MS Excel, получим оптимальное решение:

[image: image486.png]100
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.

Это означает, что магазин в начале рабочего дня должен иметь 100 литров апельсинового сока и 400 литров грушевого. Прибыль при этом составит 3300 центов или 33 доллара. Будет продано ровно 100 литров апельсинового сока ([image: image498.png]


), в сумме запас обоих видов сока будет равен 500 литрам ([image: image500.png]


). Условие комплектации будет не выполнено, т.к. [image: image502.png]200



. Рабочий лист MS Excel с решением задачи приведен в таблице Г.2 (Приложение Г).
ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Для получения максимальной прибыли предприятию следует выпускать 710 единиц стульев и ровно 10 единиц бюро. Максимальная прибыль при таком объеме производства мебели составит 5850 ден.ед. После выпуска этих изделий останется не использовано 260 метров обычных досок и 87,5 усл.ед. трудового ресурса не будут заняты в производстве мебели. 

Проанализировав результаты решения задачи оптимизации, можно выделить следующие недостатки в работе мебельной фабрики: четверть закупаемых пропитанных досок и около 11% трудового ресурса не используются, столы и шкафы фабрика не выпускает. Данные недостатки можно устранить. Для этого была построена модифицированная модель, в которой были увеличены еженедельные поставки обычных досок с целью уменьшения количества неиспользованных ресурсов и увеличения прибыли фабрики. В результате увеличения запаса обычных досок до 2257 метров и решения задачи получили новое оптимальное решение:

– пропитанные доски используются полностью;
– 0,75 усл.ед. трудового ресурса не расходуются;
– фабрика начала выпускать столы, также увеличила объем выпуска стульев и бюро (X1=25, X2=777, X3=66);

– прибыль мебельной фабрики увеличилась (E=7713).
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ПРИЛОЖЕНИЕ А
(справочное)

Рабочий лист с результатами решения задачи с использованием
 программы Simplex-M
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Рисунок 1
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Рисунок 2
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Рисунок 3
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Рисунок 4
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Рисунок 5
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Рисунок 6
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Рисунок 7
ПРИЛОЖЕНИЕ Б
(справочное)

РАБОЧИЙ ЛИСТ EXCEL С РЕЗУЛЬТАТАМИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ
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ПРИЛОЖЕНИЕ В
(справочное)
РАБОЧИЙ ЛИСТ EXCEL С РЕЗУЛЬТАТАМИ ОПТИМИЗАЦИИ НА ОСНОВЕ
 МОДИФИЦИРОВАННОЙ МОДЕЛИ
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ПРИЛОЖЕНИЕ Г
(справочное)

РАБОЧИЙ ЛИСТ EXCEL С РЕЗУЛЬТАТАМИ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ
Таблица Г.1
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Таблица Г.2
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