
Задача 04. Даны четыре вектора  
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(b1, b2, b3), 
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(c1, c2, c3) и 
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(d1, d2, d3) в некотором базисе. Показать, что векторы  
[image: image5.wmf]a
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, 
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 образуют  базис, и найти координаты вектора 
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 в этом базисе.
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Решение: Как известно, базисом в пространстве 
[image: image13.wmf]3

R

является любая упорядоченная система  из трёх линейно независимых векторов. Покажем, что векторы 
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линейно независимы, т.е. выполняется равенство:
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при условии, что все числа 
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 одновременно равны нулю. Подставляя в это равенство координаты векторов 
[image: image21.wmf]a
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, 
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, получаем: 
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или             (
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) ∙ е3 = 0

Для того, чтобы вектор, разложенный по базису е1, е2, е3 был равен нулевому вектору, его координаты должны равняться нулю, т.е.
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Получим однородную систему трех линейных уравнений с тремя неизвестными 
[image: image35.wmf]1
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. Такая система имеет нулевое решение (
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=0), если её определитель не равен нулю. 
Поскольку 
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то векторы 
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 линейно независимы. Следовательно, они образуют базис и вектор 
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является линейной комбинацией векторов 
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 будут координатами вектора 
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в базисе 
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. Найдем их.
Воспользовавшись разложением 
[image: image58.wmf]a

r

, 
[image: image59.wmf]b

r

, 
[image: image60.wmf]c

r

, 
[image: image61.wmf]d

r

 в базисе е1, е2, е3, имеем:

4 е2 + 16 е3 = 
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Или           4 е2 + 16 е3 = (
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Из равенства векторов следует равенство их координат, поэтому получаем систему:
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Решая её по формулам Крамера 
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Следовательно, 
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, т.е. координаты вектора 
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 в этом базисе: 
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=(1,-1,0).
Задача 14.  Даны координаты вершин пирамиды A1A2A3A4. Найти:  

1) длину ребра А1А2;  

2) угол между ребрами А1А2 и А1А4;  

3) угол между ребром А1А4 и гранью А1А2А3;  

4) площадь грани А1А2А3;      

5) объём пирамиды; 

6) уравнения прямой А1А2; 

7) уравнение плоскости А1А2А3;  

8) уравнения высоты, опущенной из вершины А4 на грань А1А2А3. 

Сделать чертёж. 
А1(2,4,3),
А2(7,6,3),
А3(4,9,3),
А4(3,6,7).

Решение: 
1) найдём координаты и длину вектора
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[image: image86.wmf]29

4

25

2

1

=

+

=

А

А


2) найдем угол между ребрами А1А2 и А1А4.
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Для этого найдём координаты и длину вектора 
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Векторное произведение векторов: 
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3) угол между ребром А1А4 и гранью А1А2А3
найдем каноническое уравнение  ребра А1А4
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[image: image98.wmf]4

7

2

6

1

3

-

=

-

=

-

z

y

х

 – каноническое уравнение  ребра А1А4
Найдем уравнение плоскости, проходящей через точки 

А1(2,4,3),
А2(7,6,3),   А3(4,9,3):
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[image: image100.wmf]0
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уравнение плоскости, проходящей через точки А1, А2, А3:
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Синус угла между ребром А1А4 и гранью А1А2А3
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4) площадь грани А1А2А3;
Грань А1А2А3 – это треугольник, площадь которого равна ½ площади параллелограмма, построенного на векторах 
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Векторное произведение векторов:
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Находим площадь треугольника А1А2А3:  

[image: image112.wmf]5
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5) объём пирамиды; 
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Смешанное произведение векторов
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объём пирамиды 
[image: image119.wmf]14
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6) уравнения прямой А1А2; 
а). Как пересечение двух плоскостей А1А2А3 и А1А2А4:

уравнение плоскости, проходящей через точки А1, А2, А3:
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Найдем уравнение плоскости, проходящей через точки 

А1(2,4,3),
А2(7,6,3),   А4(3,6,7):
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уравнение плоскости, проходящей через точки А1, А2, А4:
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Общие уравнения прямой А1А2:
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б). каноническое уравнение прямой А1А2:
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[image: image128.wmf]0
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 – каноническое уравнение  ребра А1А2
с). параметрическое уравнение прямой А1А2:
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7) уравнение плоскости А1А2А3;  

А1(2,4,3),
А2(7,6,3),   А3(4,9,3):
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[image: image133.wmf]0
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уравнение плоскости, проходящей через точки А1, А2, А3:
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8) уравнения высоты, опущенной из вершины А4 на грань А1А2А3. 

уравнение плоскости, проходящей через точки А1, А2, А3:

 
[image: image135.wmf]0

3

=

-

z


Нормальный вектор данной плоскости 
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Уравнение высоты А4Н, опущенной из т. А4(3,6,7) на плоскость А1А2А3, имеет вид:
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Найдем координаты т.Н:  
Решая параметрическое уравнение прямой А4Н  
[image: image138.wmf]ï
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и уравнение плоскости А1А2А3: 
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Задача 44. Составить уравнение линии, каждая точка которой находится вдвое ближе к точке A(1,0), чем к точке B(-2,0). 

Решение: 
Каждая точка 
[image: image143.wmf]Х

 искомой прямой должна удовлетворять условию
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с другой стороны, она должна также удовлетворять условию
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следовательно, искомая прямая есть решение системы
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Задача 54. Доказать совместность данной системы линейных уравнений и решить ее двумя способами: 1) методом Гаусса;  2) средствами матричного исчисления. 
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Решение: 
 Запишем матрицу коэффициентов системы А и расширенную матрицу системы В:   
[image: image150.wmf].
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Вертикальной чертой мы отделили элементы матрицы системы  от свободных членов системы. Определим ранги матрицы А и В. 

Для этого проведём преобразования матрицы В:

1) Отнимем от элементов второй строки элементы третьей строки,

2) Первую строку умножим на (-1) и прибавим третью строку;

3) Вторую строку сложим с первой строкой, умноженной на (-2);

Третью строку сложим с первой строкой, умноженной на (-3);
4) Третью строку умножаем на 3, прибавляем к ней вторую.
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Отсюда следует, что r(В)=3, минор третьего порядка матрицы А 
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Следовательно, r(B) = r(A) = 3, т.е. данная система совместна. 

Но последняя преобразованная матрица В 
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"Обратным ходом" метода Гаусса из последнего уравнения системы находим х3 = 2; из второго х2 = – 2; из первого х1 = – 4
Ответ:   
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2) Решение матричным методом:

Прежде всего, найдем матрицу А-1, обратную матрице А.

Определитель основной матрицы системы:
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Алгебраические дополнения всех элементов: 
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Отсюда 
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Тогда 

Х = 
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 и, следовательно х1=-4; х2=-2; х3=2.

Задача 64. Найти размерность и базис пространства решений однородной системы линейных уравнений 

[image: image161.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

+

+

+

=

+

+

+

=

-

+

-

.

0

3

4

7

,

0

7

3

,

0

10

5

5

4

3

2

1

4

3

2

1

4

3

2

1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x


Решение: 
Данная система имеет размер 2×3. Она однородна, т.к. свободный член в каждом уравнении равен нулю. Число уравнений меньше числа неизвестных. Следовательно, множество решений системы бесконечно. 
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 Проведем преобразования: 

Для этого проведём преобразования матрицы А:

1) Отнимем от элементов первой строки элементы второй строки, умноженные на 2;

2) К первой строке добавим третью;

3) Третью строку умножим на 3 и вычтем из неё вторую строку;
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Ранг матрицы системы равен двум, так как только среди ее миноров 

второго порядка есть отличный от нуля, например минор 
[image: image164.wmf]7

1

1

3


Следовательно, данная система эквивалентна системе
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Отсюда 
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 EMBED Equation.3  [image: image167.wmf]ï
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Следовательно, множество решений системы имеет вид

[image: image168.wmf]þ

ý

ü

î

í

ì

Î

+

-

-

R

с

с

любых

для

с

с

с

с

с

с

2

1

2

1

2

1

2

1

,

;

;

4

2

;

4

26

23

.

Задача 84. Найти собственные значения и собственные векторы линейного преобразования, заданного в некотором базисе матрицей.
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Решение: 
1. Характеристическое уравнение данного преобразования имеет вид:
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Корни этого уравнения следующие: 
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2. Все корни являются собственными числами.
3. Чтобы найти собственный вектор с собственным числом 
[image: image174.wmf]3
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Решение этой системы можно записать в виде
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Вектор 
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 — любые числа, удовлетворяющие условию 
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, является собственным вектором данного преобразования с собственным числом 
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4. Аналогично находим собственный вектор с собственным числом 
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[image: image187.wmf]t
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Вектор 
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 — любое число, удовлетворяющее условию 
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, является собственным вектором данного преобразования с собственным числом 
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5. Аналогично находим собственный вектор с собственным числом 
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 — любое число, удовлетворяющее условию 
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Задача 94. Привести к каноническому виду уравнение линии второго порядка, используя теорию квадратичных форм.
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Решение: 
Введем обозначение
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Найдем собственные значения этой матрицы. Ее характеристическое уравнение имеет вид
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откуда 
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. Переходя к исходному уравнению, получаем 
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