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КОДИРОВАНИЕ И ДЕКОДИРОВАНИЕ ГРУППОВЫХ КОДОВ
Цель работы
Изучение принципов построения и технической реализации кодирующих и декодирующих устройств групповых корректирующих кодов.

Теоретическая часть
Любая из систем передачи информации может быть подразделена на передающее устройство, приемное устройство и канал связи. При передаче по каналу возможно искажение информации под воздействием помех. Одним из мощных средств борьбы с помехами является применение корректирующих кодов, исправляющих и обнаруживающих ошибки в принятых символах.
Основные параметры кодов
Пусть имеется множество сообщений, подлежащих передаче. Каждое сообщение передается с помощью кодового слова кода. Код – это совокупность дискретных сигналов, выбранных для передачи сообщения.

Любой код характеризуется следующими параметрами:

1. Основанием q – число различных элементарных сигналов, выбранных для построения кода. Например, для кода 101101 q = 2 (элементарные сигналы 0, 1).

2. Значимостью кода n – число элементов, образующих кодовую комбинацию (кодовое слово). Для предыдущего примера n = 6.
3. Мощность кода М – число различных кодовых комбинаций выбранных для передачи сообщения.

Максимальное число комбинаций при данном основании q и значимости n равно:

Mmax = (q)n
Коды, у которых для передачи информации используются все слова кода – полные коды (не исправляющие ошибок). При передаче полным кодом число сообщений равно мощности кода.

Например, имеется четыре сообщения a, b, c, d, которые кодируются следующим образом:

a – 00
b – 01         n = 2, q = 2, Mmax = 4.

c – 10

d – 11

Если число кодовых слов (мощность кода) меньше Mmax, то код называется избыточным, например

n = 2, q = 3          a – 00          слова избыточного кода
                             b – 01          Mизбыт = 4
                             c – 10           разрешенные слова
                             d – 11

Mmax = 8

       полного кода         e – 111

                             f – 100
                             g – 010         запрещенные слова
                             l – 001

Исправление ошибок при передаче избыточным кодом
Обнаружение и исправление ошибок с помощью корректирующих кодов происходит вследствие того, что для передачи информации используются не все Mmax = (q)n  возможные кодовые комбинации, лишь определенная часть         Mизбыт = (q)k  (Mизбыт < Mmax ), где:
n – длина кодовой комбинации,

k – число информационных символов.

Кодовые комбинации, которые используются для передачи полезной информации, называются разреженными, а остальные комбинации – запрещенными. Если под воздействием помех переданная (разрешенная) кодовая комбинация превращается в одну из запрещенных, то тем самым и обнаруживается наличие ошибок в принимаемой информации.
Ясно, что не все ошибки могут быть обнаружены, так как некоторая кодовая комбинация, под воздействием помех, может перейти в другую разрешенную комбинацию. Для указания исправлений и обнаруживающей способности корректирующих кодов ввели понятие расстояние Хэмминга.

Для двоичного кода расстояние Хэмминга (dхэм) равно числу позиций, в которых кодовые слова не совпадают.
Например:

для кодов 100 и 111 dхэм = 2;

для кодов 14320 и 14312 dхэм = 2.

Если попарно сравнить все кодовые слова то, можно получить кодовое расстояние. Кодовым расстоянием (d) является минимальное расстояние Хэмминга.

Например:

min (dхэм) = 3, тогда d = 3.

Для того чтобы код обнаруживал t ошибок, необходимо, чтобы кодовое расстояние d > t + 1, а исправлял d > 2t + 1. Число t называется кратностью ошибки; оно равно числу позиций кодового слова, подвергающихся искажению под воздействием помех.

ЛИНЕЙНЫЕ КОДЫ
Среди всех кодов наиболее полно к настоящему времени изучены линейные коды. Эти коды называются также систематическими или групповыми. Рассмотрим эти определения подробнее.

 Группой называется некоторое непустое множество элементов Г, для которых определена некоторая операция (сложения или умножения) и выполняются следующие аксиомы:
1. Если операция применена к двум элементам группы, то результат операции является также элементом группы, т.е. если a, b принадлежит Г, то a + b принадлежит Г для операции для операции сложения, и  a . b принадлежит Г для операции умножения.
2. Для любых трех элементов группы а, Ь, с выполняется ассоциативный закон:
(a + b) + с = а + (b + с)  –  для операции сложения,
           a . (b . c) = (a . b) . c  –  для операции умножения.
3. Существует нейтральный элемент. Если в качестве операции взято сложение, то нейтральный элемент называется нулем и удовлетворяет уравнению а + 0 = а. Если в качестве операции взято умножение, то нейтральный элемент называется единицей и удовлетворяет выражению      a . 1 = а.

4. Каждый элемент группы обладает обратным элементом таким, что 
а + ( - а) = 0  для сложения,
a . a-1 = 1  для умножения.
Группа с операцией сложения называется аддитивной, а с операцией умножения - мультипликативной.
Некоторое подмножество элементов группы Г называется подгруппой Н, если оно удовлетворяет всем аксиомам группы.
Примеры группы: 
- Совокупность всех действительных чисел без нуля образует группу, если в качестве операции взято умножение. Нейтральным элементом является 1, а обратным  1/а. 
- Совокупность всех действительных чисел образует группу, если в качестве операции взято обычное сложение. Нейтральным элементом является 0, а обратным элементом - этот же элемент с другим знаком.
Код называется групповым, если кодовые комбинации образуют некоторую подгруппу группы всех последовательностей длины n. Пусть, например, n = 7, т.е. имеется группа семиразрядных двоичных чисел. Среди этих чисел можно выделить следующие шестнадцать, которые удовлетворяют всем аксиомам группы, т.е. образуют подгруппу:

k     n - k  


0001   011
0010   110
0011   101
0100   111
0101   100
0110   001
0111   010
1000   101
1001   110
1011   000
1100   010
1101   001
1111   111
0000   000
Рассмотренный код позволяет передать шестнадцать различных сообщений. Из рассмотрения кодовых слов можно видеть, что минимальное расстояние Хемминга dmin = 3, т.е. код позволяет исправлять любую одиночную ошибку.

Если передаваемые сообщения представляют собой k – разрядные двоичные числа, то групповой код всегда может быть построен таким образом, что эти сообщения будут являться первыми к символами кода, как это сделано для рассмотренного выше примера. Код, построенный таким образом, называется систематическим кодом и обозначается (n; k) – код. Первое число в скобках показывает общее число символов в коде, второе – число информационных символов. Для нашего примера обозначение кода будет таким: (7; 4). Оставшиеся r = n - k символов называются проверочными. В групповых кодах проверочные символы образуются путем суммирования по модулю два символов, стоящих на-определенных позициях кодового слова. Поскольку операция суммирования по модулю два является линейной, то коды, образованные таким образом, называются линейными. Для рассмотренного примера правила образования проверочных символов будут следующие:
a5 = a1 + a2 +a3

a6 = a2 + a3 +a4   (I) 

          a7 = a1 + a2 +a4
Задание линейного кода
Линейный n-значный код, содержащий k информационных символов, удобно задавать с помощью порождающей матрицы G, содержащей k строк и n столбцов. В качестве строк порождающей матрицы выбираются любые не нулевые линейно независимые n-значные векторы, отстоящие друг от друга не менее чем на заданное кодовое расстояние. Векторы V1, V2 , …, Vk  называются линейно зависимыми, если существуют скаляры C1, C2, …, Ck не все равные нулю, такие, что:

C1 V1 + C2 V2 + ... + Ck Vk = 0
Для двоичных кодов Ci = {0, 1}, а сложение выполняется по модулю два. Если же равенство выполняется лишь в единственном случае, когда C1 = C2 =  =..= Ck = 0, то векторы V1, V2 … Vk  называются линейно независимыми.

Пример:
Вектора а = (2, 1, 0); b = (-5, 0, 3); d = (3, 4, 3) Составим векторное равенство C1.a+ C2.b + C3.d = 0 равносильное в координатной записи системе
2 . C1 - 5 . C2 + 3 . C3 = 0                       C1 = -4 . C3
                C1 + 4 . C3 = 0       тогда      C2 = -C3
            3 . C2 + 3 . C3 = 0
Таким образом, векторное равенство справедливо при C1= -4 . C3; C2= -C3; C3 не равно нулю, то есть имеет место равенство:
-4 . C3.a - C3.b + C3.d = 0  или  d = 4.a + b
Следовательно, вектор d является линейной комбинацией векторов а и b, то есть   векторы a, b, d – линейно зависимы.

Все множество кодовых слов состоит в этом случае из строк порождающей матрицы и линейных комбинаций этих строк, т.е. сумм по модулю два всех строк матрицы G сначала попарно, затем по три и т.д. до суммы всех G строк.

С точки зрения алгебры, все кодовые слова линейного кода образуют векторное пространство. Базисом этого пространства являются строки порождающей матрицы.

Так как k линейно независимых строк матрицы G могут быть выбраны различными способами, то можно построить много порождающих матриц, а, следовательно, и много кодов. Все эти коды обладают одной и той же корректирующей способностью и считаются эквивалентными.

Свойство линейной независимости остается справедливо при: перестановке строк и столбцов, замены i-той строки суммой i-той и j-той строки, i неравно j. Используя эти операции, можно привести матрицу G к некоторой стандартной форме, получившей название приведенно-ступенчатой формы. 
Порождающая матрица линейного кода в приведенно-ступенчатой форме имеет следующий вид:

G = [ I G" ], где I - единичная матрица  размерности k × k,

a G" - матрица размерности k × (n - k)

Порождающая матрица кода (7, 4) имеет следующий вид:
        1 0 0 0    1 0 1

G =  0 1 0 0    1 1 1

        0 0 1 0    1 1 0

        0 0 0 1    0 1 1

Операция кодирования сводится к умножению передаваемого сообщения S длиной к на порождающую матрицу:

X = S. G = (S1, S2, …,  Sk, C1, C2, …, Cn-k), 

где    Cj = Σ S1. Gij, j = l, 2, ..., n-k   i = l, 2, ..., k;

Видно, что первые к позиций кода выбираются произвольно, а остальные (n - k) определяются первыми компонентами. В связи с этим первые k символов кодового слова называются информационными, а последние – проверочными символами. Такой код называется систематическим (n, k) – кодом или разделимым кодом.

Пример:

Пусть входные   сообщения поступают   в виде следующих двоичных
векторов: S1 = 0001,   S2 = 0110,   S3 = 1111

Тогда, произведя умножение входного вектора на порождающую матрицу G, получим следующие кодовые комбинации:

X1 = 0001 011,   X2 = 0110 001,    X3 = 1111 111
Видно, что i-й проверочный символ образуется путем суммирования информационных символов, стоящих на тех позициях, на которых столбцы матрицы G" имеют единицы, т.е. вычисление проверочных символов с помощью матрицы G эквивалентно вычислению с помощью уравнений (I).
Наряду с порождающей матрицей используется проверочная матрица: H=[G"T; I], 
где  G"T – транспонированная матрица G" размерности (n - k) × k, I – единичная матрица порядка (n - k).

Если в m × n — матрице А строки и столбцы поменять местами, то получим n × m – матрицу АT которая называется транспонированной для А.

Проверочная Н и порождающая G матрицы удовлетворяют легко проверяемому соотношению:

G. HT = 0, где HT – транспонированная проверочная матрица. На этом свойстве основано декодирование линейных групповых кодов. Если в принятом слове X отсутствуют ошибки, то матричное произведение равно нулю:

X. HT = S . G . HT = S . 0 = 0;
Если же при передаче информации возникли ошибки, то: 
(Х + Е) . HT = X. HT + E. HT = 0 + E. HT = E. HT – синдром, где Е – вектор ошибки.

Длина синдрома равна (n-k). Ненулевая величина синдрома свидетельствует о наличии ошибки. Если различным ошибкам соответствуют различные синдромы, то по виду синдрома можно определить вид ошибки и, следовательно, исправить ее.

Для рассмотренного ранее кода (7, 4) проверочная матрица запишется следующим образом:
        1 1 1 0    1 0 0

H =  0 1 1 1    0 1 0

        1 1 0 1    0 0 1

        Пусть было передано сообщение S = 0110, которое в соответствии с порождающей матрицей было закодировано вектором Х = 0110 001. Если при передаче ошибок не произошло, то синдром: X. HT = {000}

Допустим теперь, что первый символ был принят неверно, т.е. был принят вектор Х= 1110 001. В этом случае синдром – {101}.
Важнейшие линейные коды
Код Хэмминга – является одним из важнейших линейных кодов. Коды Хэмминга имеют параметры (2m - 1; 2m - 1 - m) и обычно задаются проверочной матрицей. Столбцами проверочной матрицы являются все ненулевые двоичные числа длины m. Например, для кода (7, 4) проверочная матрица имеет следующий вид:
        0 0 0 1    1 1 1

H =  0 1 1 0    0 1 1

        1 0 1 0    1 0 1

Столбцы с номерами 1, 2, 4, образующие единичную подматрицу, являются проверочными.

Определим корректирующую способность кодов Хэмминга. Предварительно напомним, что весом W(a) слова а называется число ненулевых элементов, и в линейном коде расстояние d(a, b) между двумя словами   а и b равно весу некоторого третьего слова а + b, то есть d(a, b) = W(a + b).
Для определения минимального расстояния воспользуемся равенством        a. HT = 0. 

Предположим, что d(a, b) = 1 . Тогда в коде существует слово веса 1, что невозможно, так как для слов веса один, a. HT ≠ 0. Теперь предположим, что     d(a, b) = 2. Тогда в коде существует слово веса 2, что также невозможно, поскольку никакие два столбца проверочной матрицы не дадут в сумме нулевой вектор. Следовательно,   d(a, b) >= 3.
Простым подбором нетрудно найти слово веса три, для которого a. HT = 0 Окончательно получим dmin = 3, то есть коды Хэмминга исправляют любую одиночную ошибку. Поскольку все 2m - 1 векторов, задающих одиночные ошибки, принадлежат различным смежным классам, то этими смежными классами и кодовым пространством исчерпываются   все 2m смежных классов. Их образующими является ненулевой вектор и векторы единичного веса. Следовательно, коды Хэмминга являются совершенными.
Код Хэмминга можно удлинить на один символ, добавив общую проверку на четность. Добавление проверочного символа увеличивает вес слов на единицу, то есть d = 4. Проверочная матрица Н" удлиненного кода имеет вид:
        0                     
H =  0   H 
        : :

        1 1 1 0    . . . 1

Декодирование производится так:
1. Если синдром равен нулю, то считается, что ошибок нет.
2. Если синдром отличен от нуля и на последнем месте стоит 1, то предполагается, что произошла одиночная ошибка, на местоположение которой указывает синдром матрицы Н.
3. Если синдром отличен от нуля и на последнем месте стоит 0, то обнаружена неисправимая ошибка.
На практике чаще используются модифицированные (укороченные) коды Хэмминга. Операция укорочения является обратной к только что описанной операции удлинения и заключается в выборе всех кодовых слов, первая координата которых равна нулю, X1 = 0, и в удалении этой координаты в выбранных словах. Размерность данных кодов (2m - 2; 2m - m - 2). Укорочение кодов используется для упрощения схем кодеков.
Устройства кодирования
Рассмотрим построение и реализацию устройств кодирования и синдромного декодирования линейного группового кода (6, 3). Проверочная матрица этого кода имеет вид:
        0 1 1     1 0 0
H =  1 0 1     0 1 0            Вектор сигнала [S1, S2, S3, S4, S5, S6]

        1 1 1     0 0 1

Этот код имеет d = 3 и исправляет все одиночные ошибки и обнаруживает двойные. Символы S1, S2, S3 – информационные символы, S4, S5, S6 –проверочные.
Из соотношения H. ST = 0 имеем:
S4 = S2 + S3
S5 = S1 + S3

S6 = S1 + S2 + S3

Таким образом, кодер состоит из (n-k) сумматоров по модулю два (элемент исключающее или), выходы которых соответствуют (n-k) проверочным  символам.
Пусть подается соотношение (S1, S2, S3) = 0 0 1.   Тогда слово, передаваемое в канал связи, имеет вид (001  111).










Рис. 1. Схема устройства кодирования линейного группового кода (6, 3)
Устройство синдромного декодирования
Декодер состоит из схемы, вычисляющей (n - k) разрядный синдром, дешифратора (DC) и корректирующих сумматоров по модулю два (элемент исключающее или). Схема вычисления синдрома производит умножение принятого вектора на матрицу HT. При отсутствии ошибок синдром равен нулю.
Если синдром не равен нулю, то возбуждаются соответствующие выходы  дешифратора и сигналы с ошибочных разрядов исправляются на корректирующих сумматорах.
Пусть, например, ошибочен первый разряд, т.е. принятое слово, имеет вид (101 111). Тогда синдром равен 0 1 1 и на первом выходе дешифратора должен появиться единичный сигнал, который исправит на первом корректирующем сумматоре ошибочный сигнал на противоположный - правильный. Это обеспечит получение на выходе декодера сигнала 0 0 1, который и передался в канал связи.
В том случае, если требуется только обнаружение ошибок, то сигналы с выхода схемы вычисления синдрома заводится на схему ИЛИ.
На выходе схемы ИЛИ будет единичный сигнал в случае нулевого синдрома, что свидетельствует о наличии ошибок в принятом, сообщении.



























Рис. 2. Схема синдромного декодера кода (6, 3)
Мажоритарное декодирование линейных групповых кодов
Этот способ декодирования привлекает как простотой описания, так и невысокой сложностью схемной реализации. Идея мажоритарного декодирования линейного кода базируется на системе проверочных равенств А именно, в кодах с мажоритарном декодированием каждый символ может быть выражен через другие символы несколькими способами. Это позволяет для определения истинного значения символа воспользоваться принципом большинства (мажоритарным принципом).
Рассмотрим построение мажоритарного декодера кода (6, 3). 
Решим:

S4 = S2 + S3
S5 = S1 + S3
S6 = S1 + S2 + S3
относительно S1, S2, S3 и получим после присоединения тривиальных равенств S1 = = S1, S2 = S2 , S3 = S3 систему различных проверок:
S1 = S3 + S5                   S2 = S3 + S4                   S3 = S2 + S4 
S1 = S4 + S6                   S2 = S5 + S6                   S3 = S1 + S5

S1 = S1                                S2 = S2                                 S3 = S3
Для каждого из символов S1, S2, S3 имеется по три независимых проверочных уравнения. При искажении одного символа искажается одно уравнение. Однако, поскольку решение принимается по большинству, то результат декодирования остается верным. В общем случае для исправления t ошибок код должен иметь не менее чем 2t + 1 независимых проверочных уравнений. Для реализации принципа большинства используется мажоритарный элемент. Мажоритарный элемент на три входа реализует следующую функцию от трех переменных:
(а1 а2 а3):  f(а1 а2 а3) = а1 а2 а3 V а1 а2 а3 V а1 а2 а3 V а1 a2 а3

Рис. 3. Схема мажоритарного декодера кода (6, 3)
Декодер для кода (6, 3) требует шесть сумматоров по модулю два (элемент исключающее или) и три мажоритарных элемента (М).
Пусть, ошибочен первый разряд, т.е. принятое слово, имеет вид (101 111). Схема мажоритарного декодера кода (6, 3), обеспечит получение на выходе декодера сигнала 0 0 1, который и передался в канал связи.
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