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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 

     Под статистическими методами обработки данных будем понимать методы 

обработки числовых данных, полученных в результате опытов (наблюдений) 

над объектами, случайными по своей природе, или содержащих ошибки на-

блюдений над детерминированными объектами. Теоретической основой стати-

стических методов обработки данных является математическая статистика. 

Математическая статистика – это математическая наука, занимающаяся раз-

работкой методов получения научно обоснованных выводов о случайных явле-

ниях из экспериментальных (эмпирических) данных. Один из крупнейших ста-

тистиков современности, руководитель Индийского статистического института 

С. Р. Рао, оценивает математическую статистику как новый метод 20-го века 

[15]. Этот метод не потерял своей актуальности и сейчас, активно развивается, 

применяется на практике, и есть все основания считать, что он по праву остает-

ся также методом 21-го века. Статистические методы обработки данных пред-

ставляют собой важную составляющую в системе подготовки специалистов 

технических специальностей высших учебных заведений. В совокупности с 

численными методами они образуют, пожалуй, подавляющую часть полного 

набора методов обработки числовой (математической) информации. 

     Задачи математической статистики являются задачами синтеза, так как в них 

речь идет о синтезе устройств обработки экспериментальных данных. Это зна-

чит, что статистические методы обработки данных практичны по своей сущно-

сти. В данном пособии наряду с обоснованием основных положений математи-

ческой статистики автор стремился сохранить и усилить эту практическую на-

правленность путем доведения изложенных методов до возможности их про-

граммирования и практического использования. 
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ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ 

 

      – выборка объема n  из генеральной совокупности. )x,...,x,x(X n21=
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1μ  – выборочный центральный момент k -го порядка. 

     )yy)(xx(
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ixy −−= ∑
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1  – выборочный коэффициент ковариации. 

     
yx

xy
xy ss

s
r =  – выборочный коэффициент корреляции. 

      – одномерное нормальное распределение с математическим ожи-

данием  и дисперсией 

),a(N 2σ

a 2σ . 

      – одномерное распределение хи-квадрат с  степенями свободы. )n(H1 n

      – одномерное распределение Стьюдента с n степенями свободы. )n(T1

      – одномерное распределение Фишера с ,  степенями свободы. )n,m(F1 m n
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      – cлучайная величина )n(Hv 1∈ v  имеет распределение . )n(H1

      – ξξ ⎯→⎯p
n ξ n  cходится к ξ  по вероятности при . ∞→n

      – ξξ ⎯⎯→⎯ .н.п
n ξ n  cходится к ξ  почти наверное, почти всюду или с вероятно-

стью 1 при ∞→n . 

      – ξξ ⎯⎯→⎯ )(
n

2 ξ n  cходится к ξ  в среднем квадратичном при ∞→n . 

     n
n

.m.i.l ξξ
∞→

=  – ξ  есть предел в среднем квадратичном последовательности nξ . 

     
)!mn(!m

!nC m
n −
=  – число сочетаний из  элементов по m  элементов. n

     ),...,( 1 mθθθ
)))

=  – точечная оценка векторного параметра ),...,( mθθθ 1= . 

     )(E ξ  – математическое ожидание случайной величины ξ . 

     )(D ξ  – дисперсия случайной величины ξ . 

     ( )))(E))((E(E),cov( ηηξξηξ −−=  – коэффициент ковариации случайных 

величин `ξ  и η . 

     nR  – -мерное арифметическое пространство. n

     1R  – действительная прямая (одномерное арифметическое пространство). 
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1 ВЫБОРОЧНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

 

1.1 Законы больших чисел 

 

     Законы больших чисел теории вероятностей – это теоремы, в которых уста-

навливается сходимость некоторой случайной последовательности nξ  при 

 (при большом числе ). Эти законы позволяют выяснять свойства точеч-

ных оценок характеристик и параметров распределений в математической стати-

стике.  

∞→n n

     Теорема Бернулли (закон больших чисел в форме Бернулли). Если )(APp =  – 

вероятность события A  в одном испытании Бернулли, а  – количество появ-

лений этого события в  независимых испытаниях, то для любого 0

m

n >ε  выпол-

няется соотношение 

1lim =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
<−

∞→
εp

n
mP

n
. 

     В этой теореме утверждается, что относительная частота nm /  случайного 

события A  сходится по вероятности к вероятности p  этого события при увели-

чении числа испытаний. 

     Теорема Чебышева (закон больших чисел в форме Чебышева). Если nξξ ,...,1  

– независимые случайные величины с конечным математическим ожиданием 

aE i =)(ξ  и конечными дисперсиями, ограниченными одной и той же констан-

той c , то для любого 0>ε  выполняется соотношение 

.0)|1(|
1 ∞→=

→>−∑
n

n

i
i a

n
P εξ  

     В этой теореме утверждается, что среднее арифметическое случайных вели-

чин nξξ ,...,1  с указанными свойствами сходится по вероятности к среднему 

арифметическому их математических ожиданий. 
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     Теорема Хинчина (закон больших чисел в форме Хинчина). Если nξξ ,...,1  – не-

зависимые, одинаково распределенные случайные величины с конечным мате-

матическим ожиданием aE i =)(ξ , то 0>∀ε  выполняется соотношение 

0)|1(|
1 ∞→=

→>−∑
n

n

i
i a

n
P εξ . 

     В этой теореме также утверждается, что среднее арифметическое случайных 

величин nξξ ,...,1  с указанными свойствами сходится по вероятности к среднему 

арифметическому их математических ожиданий. В отличие от теоремы Чебыше-

ва здесь не требуется существования дисперсии случайных величин nξξ ,...,1 , 

однако эти величины должны быть одинаково распределенными. 

     Теорема Колмогорова (усиленный закон больших чисел). Если nξξ ,...,1  – неза-

висимые, одинаково распределенные случайные величины с конечным матема-

тическим ожиданием aE i =)(ξ , то выполняется соотношение 

1)1(
1

=→
∞→=

∑ a
n

P
n

n

i
iξ . 

     В данной теореме утверждает, что среднее арифметическое случайных вели-

чин nξξ ,...,1  с указанными свойствами сходится почти наверное к среднему 

арифметическому их математических ожиданий. Это более сильное утверждение 

по сравнению с теоремой Хинчина. 

     Доказательства теорем Бернулли и Чебышева сравнительно простые, их 

можно найти в [14]. Доказательства теорем Хинчина и Колмогорова несколько 

сложнее и здесь не приводятся. Их можно найти в [3]. 
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1.2 Генеральная совокупность. Простой случайный выбор. Случайная вы-

борка. Вариационный ряд 

 

     Будем изучать статистику случайных величин, случайных векторов и случай-

ных процессов. Ограничимся сначала случайной величиной ξ , имеющей функ-

цию распределения ) . Отдельный эксперимент (испытание) над случайной 

величиной 

(xFξ

ξ  будет заключаться в том, что мы зафиксируем (измерим и запи-

шем) значение x  величины ξ . Выполнив  таких экспериментов, получим  

значений  случайной величины 

n n

nxxx ,...,, 21 ξ . Все множество возможных значе-

ний случайная величина ξ   называется в математической статистике генераль-

ной совокупностью. Значения , полученные в результате экспериментов (в ре-

зультате выбора), называются выборочными значениями, а вся их совокупность 

 – выборкой объема или размера  из генеральной совокупно-

сти )  или просто из распределения . 

ix

)x,...,x,x(X n21= n

(xFξ )(xFξ

     Если эксперимент организован таким образом, что вероятность быть выбран-

ным для каждого элемента генеральной совокупности одинакова, и эксперимен-

ты независимы один от другого, то такой выбор называется простым случайным, 

а полученная при этом выборка – случайной. В дальнейшем будем считать, что 

наша выборка случайная. 

     Например, в коробке имеется 5000 деталей, и мы желаем сделать статистиче-

ские выводы о размере этих деталей. Эти 5000 деталей и составляют генераль-

ную совокупность. Отобрав и измерив часть деталей, мы получим выборку. Если 

каждая деталь выбирается наугад, причем после измерения она возвращается 

обратно в коробку, то наш выбор будет простым случайным. Это так называе-

мый выбор с возвратом. Возврат в случае конечной генеральной совокупности 

необходим для того, чтобы обеспечить равную вероятность выбора для каждого 

элемента совокупности. Предположив, что в коробке бесконечно большое число 
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деталей, мы можем представить себе простой случайный выбор из бесконечной 

генеральной совокупности. Однако в этом случае выбранную деталь возвращать 

обратно не обязательно. Такой выбор называется выбором без возврата. 

     Простейшая обработка выборки заключается в ее сортировке, то есть в распо-

ложении выборочных значений в порядке их возрастания: )n()()( x...xx ≤≤≤ 21 . 

Выборка, расположенная в порядке возрастания значений, называется вариаци-

онным или простым статистическим рядом. Элемент  вариационного ряда 

называется -й порядковой статистикой. Например, минимальное выборочное 

значений называется первой порядковой статистикой, 

)(ix

i

)1(21 ),...,,min( xxxx n = , 

максимальное – -й порядковой статистикой, n

)(21 ),...,,max( nn xxxx = . 

     Пример 1.1. Для изучения роста мужчин некоторого коллектива наугад ото-

браны 5 мужчин, рост которых в сантиметрах оказался равным 1751 =x , 

, , , 1902 =x 1803 =x 1734 =x 1785 =x . Эти данные составляют выборку объемом 

. Вариационный ряд для данной выборки имеет вид , 5=n 173)1( =x 175)2( =x , 

, 178)3( =x 180)4( =x , . 190)5( =x

 

1.3 Выборка как дискретная случайная величина и как случайный вектор. 

Статистика 

 

     Простейший взгляд на выборку  из распределения )  состоит в 

том, что числа  считают возможными значениями некоторой дис-

кретной случайной величины 

nxxx ,...,, 21 (xFξ

nxxx ,...,, 21

∗ξ , имеющими одинаковые вероятности n/1 . Ряд 

распределения этой дискретной случайной величины ∗ξ  имеет вид таблицы 1.1. 
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Таблица 1.1 

ix  1x  2x  … nx  

ip  n/1  n/1  ... n/1  

 

     Другой взгляд на выборку состоит в следующем. Выборка  как на-

бор  чисел представляет собой точку в -мерном пространстве. Осуществив 

повторный выбор, мы получим новую точку, отличную от первой. Осуществив 

выбор большое число раз, получим множество точек в -мерном пространстве. 

Эти соображения дают нам основание считать вектор  случай-

ным. Каждая конкретная выборка является реализацией этого случайного векто-

ра . Для простого случайного выбора компоненты  вектора  не-

зависимы. Каждая компонента  вектора  имеет то же распределение, что и 

генеральная совокупность. Выборка , рассматриваемая как случайный вектор, 

имеет распределение, определяемое формулами 

nxxx ,...,, 21

n n

n

),...,,( 21 nxxxX =

X nxxx ,...,, 21 X

ix X

X

∏
=

=
n

i
ixfXf

1
)()( ξ , , ∏

=
=

n

i
ixFXF

1
)()( ξ

где ,  – плотность вероятности и функция распределения генераль-

ной совокупности. Обычно плотность вероятности генеральной совокупности 

зависит от одного или нескольких параметров 

)(xfξ )(xFξ

),...,,( mθθθθ 21=  и записывается 

в виде ),x(f θξ . Плотность вероятности выборки , рассматриваемая как 

функция векторного параметра 

X

),...,,( mθθθθ 21= , называется функцией правдо-

подобия и записывается в виде 

∏
=

=
n

i
i ),x(f),X(L

1
θθ ξ . 

     Любая функция выборочных значений )  называется статисти-

кой. Если выборку считать случайным вектором, то статистика как функция 

случайного вектора будет случайной величиной. В этом случае можно говорить 

,...,,( 21 nxxxg
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о законе распределения статистики или о числовых характеристиках статисти-

ки. В частности, математическое ожидание любой статистики определяется вы-

ражением 

i

n

i
i

n

i
nn xd)x(f)x...x(g...))x,...,x(g(E ∏∏∫ ∫

==

∞

∞−

∞

∞−

=
11

11 ξ . 

Примером статистики является среднее арифметическое выборочных значений 

∑
=

=
n

i
ix

n
x

1

1 , так что можно ставить вопрос о нахождении закона распределения 

этой статистики или ее математического ожидания, дисперсии, других числовых 

характеристик. 

 

1.4 Свойства точечных оценок характеристик и параметров распределений 

 

     Характеристики распределений – это функция распределения, плотность ве-

роятности, математическое ожидание, дисперсия, моменты, и др. 

     Параметры распределений – это величины, от которых зависит функция рас-

пределения или плотность вероятности и которые остаются постоянными для 

всех выборочных значений. Например, нормальное распределение  

имеет два параметра  и 

),( 2σaN

a 2σ , экспоненциальное )(λE  – один параметр λ , рав-

номерное )  – два параметра  и b . ,( bau a

     В общем случае параметр распределения будем обозначать θ . Одной из за-

дач математической статистики является получение оценок характеристик или 

параметров распределений по выборкам из этих распределений. Поскольку 

здесь отыскивается точки θ
)

 в пространстве характеристик или параметров, 

наилучшим образом характеризующая истинное значение характеристики или 

параметра, то такая задача называется задачей получения точечных оценок. 
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Любая точечная оценка является функцией выборочных значений: 

),...,,( 21 nxxxθθ
))

= . 

     Оценка считается хорошей, если она обладает свойствами несмещенности, 

состоятельности, эффективности или хотя бы частью этих свойств. 

     Оценка θ
)

 параметров θ  называется несмещенной, если ее математическое 

ожидание совпадает с оцениваемым параметром: 

θθ =)(
)

E . 

Несмещенная оценка – это оценка, точная в среднем, то есть не содержащая 

систематической (постоянной) ошибки. 

     Величина θθθ −= )()(
)

Eb  называется смещением оценки θ
)

. Смещение явля-

ется функцией параметра θ . 

     Если смещение является линейной функцией параметра, βθαθ +=)(b , то 

оно может быть устранено. Новая оценка 

11 +
−

=
β

αθθ
)

)
, 

которая называется исправленной оценкой, является несмещенной. Действи-

тельно, 

=
+
−

=
+
−

=
111 β
αθ

β
αθθ

)(E)(E)(E
))

)
 

θ
β
βθ

β
θαβθα

β
αθθ

=
+
+

=
+

+−+
=

+
−+

=
1

)1(
11

)(
)

b . 

     Если смещение некоторой оценки 0)( →θb  при , то такая оценка на-

зывается асимптотически несмещенной. 

∞→n

     Оценка θ̂  параметра θ  называется состоятельной, если она сходится к пара-

метру по вероятности, то есть если 

0)|(|
∞→

→>−
n

P εθθ
)

. 
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Состоятельная оценка – это оценка, которая становится все более точной по ме-

ре увеличения объема выборки n . 

     Теорема 1.1. Несмещенная оценка θ
)

 является состоятельной, если ее дис-

персия 0)(
∞→

→
n

D θ
)

. 

     Доказательство основано на неравенстве Чебышева. Считая оценку случай-

ной величиной, получим 

0,)()|(|
2

>≤>− ε
ε
θ

εθθ
)

) DP . 

Так как наша оценка несмещенная, то есть θθ =)(E
)

, то 

0)()|(|
0)(2 →

→≤>−
θε

θεθθ )

)
)

D

DP . 

     Оценка θ
)

 параметра θ  называется строго состоятельной, если она сходится к 

параметру почти наверное: 1=⎯⎯→⎯ )(P .н.п θθ
)

. 

     Оценка θ
)

 параметра θ  называется эффективной, если ее вариация 

))(()( 2θθθ −=
))

EV  

минимальна в сравнении с любыми другими оценками. Вариация оценки )(θ
)

V  

– это математическое ожидание квадрата отклонения оценки от параметра. Ее 

не следует смешивать с дисперсией оценки )))(E((E)(D 2θθθ
)))

−= . Вариация 

совпадает с дисперсией только для несмещенных оценок. Для других оценок 

)(D)(V θθ
))

≥ . Действительно, 

)))()((())(()( 22 θθθθθθ bEEEV +−=−=
))))

= )()()( 2 θθθ
))

DbD ≥+ . 

     Итак, эффективная оценка имеет минимальный средний разброс относитель-

но параметра по сравнению с любыми другими оценками. 
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     Величина 
))((E

))((E
)(e эф

2

2

θθ

θθ
θ

−

−
= )

)
)

, где эфθ
)

 – эффективная оценка, называется 

эффективностью оценки θ
)

. Всегда 10 ≤≤ )(e θ
)

. Оценка называется эффектив-

ной, если ее эффективность )(e θ
)

 равна 1. 

     Оценка θ
)

 параметра θ  называется асимптотически эффективной, если ее 

эффективность 1
∞→

→
n

)(e θ
)

. 

 

1.5 Неравенство Рао-Крамера 

 

     Для повышения эффективности точечной оценки необходимо уменьшать ее 

вариацию. Однако вариацию (и дисперсию) оценки нельзя уменьшить до нуля. 

Существует некоторая нижняя граница вариации оценки, которая определяется 

неравенством Рао-Крамера. Получим это неравенство. 

     Предположим, что плотность вероятности ),x(f θξ , параметр θ  которой 

оценивается, дифференцируема по параметру. Предположим также, что грани-

цы области аргумента x , где функция плотности вероятности ),x(f θξ  отлична 

от нуля, не зависят от θ . Это условие выполняется, например, если 0≠),x(f θξ  

на всей действительной прямой или для 0>x . Примером распределения, кото-

рое не удовлетворяет этому условию, является равномерное распределение вида 

θ
θξ

1
=),x(f , θ<< x0 . 

Пусть )x,...,x,x( n21θθ
))

=  – некоторая оценка параметра θ , полученная по вы-

борке объема  из распределения n ),x(f θξ . По определению смещения )(b θ  

оценки θ
)

 имеем 

0=−− ))(b(E θθθ
)

, 

или 
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0=−−∫∫
∞

∞−

∞

∞−

dX),X(L))(b( θθθθ
)

L , 

где ),X(L θ  – функция правдоподобия, )x,...,x,x(X n21=  – выборка объема  

(см. раздел 1.3). Дифференцируя обе части по 

n

θ  (левую часть под интегралом), 

получим 

01 =
∂

∂
−−+′−− ∫∫∫∫

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

∞

∞−

dX),X(L))(b(dX),X(L))(b(
θ
θθθθθθ

)
LL . 

Это равенство можно переписать в виде 

)(bdX),X(L),X(Lln))(b( θθ
θ

θθθθ ′+=
∂

∂
−−∫∫

∞

∞−

∞

∞−

1
)

L , 

что означает выполнение равенства 

)(b),X(Lln))(b(E θ
θ

θθθθ ′+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−− 1
)

, 

а также равенства 

( )22 1 )(b),X(Lln))(b(E θ
θ

θθθθ ′+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−−
)

. 

Применяя к левой части неравенство Шварца [14], получим 

( ) ( )2
2

2 1 )(b),X(LlnE))(b(E θ
θ

θθθθ ′+≥⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−−
)

. 

Так как 

( ) ( ) )(D))(E(E))(b(E θθθθθθ
))))

=−=−− 22 , 

то мы получили неравенство Рао-Крамера  

( ) ( )

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

′+
≥

2

21

θ
θ

θθ
),X(LlnE

)(bD
)

. 

Учитывая существующее неравенство между дисперсией и вариацией оценки, 

неравенство Рао-Крамера можно записать в виде 
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( ) ( ) ( )

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

′+
≥≥

2

21

θ
θ

θθθ
),X(LlnE

)(bDV
))

. 

Неравенство Рао-Крамера дает нижнюю границу для дисперсии и вариации 

оценки, определяемую правой частью неравенства. 

     Неотрицательная величина 

( ) ∫∫
∞

∞−

∞

∞−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

= dX),X(L),X(Lln),X(LlnEI θ
θ

θ
θ

θθ
22

L  

называется информацией о параметре θ  (по Фишеру), содержащейся в выборке 

объема . С учетом введенного понятия информации неравенство Рао-Крамера 

можно записать в виде 

n

( ) ( ) ( )
)(I

)(bDV
θ
θ

θθ
21 ′+

≥≥
))

. 

Для несмещенной оценки ( ) ( )θθ
))

DV = , 0=)(b θ , и неравенство Рао-Крамера 

приобретает простой вид 

( )
)(I

D
θ

θ 1
≥

)
, ( )

)(I
V

θ
θ 1

≥
)

, 

или 

( ) 1≥)(ID θθ
)

, ( ) 1≥)(IV θθ
)

. 

     Если вариация оценки θ
)

 совпадает с нижней границей, определяемой нера-

венством Рао-Крамера, то эта оценка является эффективной, т.е. для эффектив-

ной оценки неравенство Рао-Крамера превращается в равенство. Из неравенства 

Рао-Крамера следует, что эффективность несмещенной оценки определяется 

выражением 

)(I)(V
)(e

θθ
θ )
) 1

= . 

     Обозначим 
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( ) ∫
∞

∞−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
=⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
= dx),x(f

),x(fln),x(fln
Ei θ

θ
θ

θ
θ

θ ξ
ξξ

22

, 

где ),x(f θξ  – плотность вероятности генеральной совокупности, и назовем эту 

величину информацией о параметре θ  (по Фишеру), содержащейся в одном 

выборочном значении. Учитывая, что , легко показать, 

что информация о параметре, содержащаяся в выборке объема , в  раз боль-

ше информации, содержащейся в одном выборочном значении, т.е. 

∏
=

=
n

i
i ),x(f),X(L

1
θθ ξ

n n

)(ni)(I θθ = . 

     Обобщением неравенства Рао-Крамера на случай векторного параметра 

),...,,( mθθθθ 21=  и несмещенной оценки ),...,,( mθθθθ
))))

21=  является следую-

щее утверждение: для несмещенной оценки θ
)

 матрица ))(I)(D( θθ 1−−
)

 неот-

рицательно определенная, т.е. 

01 ≥− − ))(I)(D( θθ
)

,                                              (1.1) 

где 

( ) ( )))(E))((E(Ed)(D jjiij,i θθθθθ
)))))

−−== , m,j,i 1= , 

– дисперсионная матрица вектора оценки θ
)

, 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂∂
∂

−=
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
==

jiji
j,i

),X(LlnE),X(Lln),X(LlnE)I(I
θθ

θ
θ

θ
θ

θθ
2

, m,j,i 1= , 

– информационная матрица Фишера. 

     Неравенство Рао-Крамера (1.1) можно записать также в виде 

1≥))(Idet)(Ddet θθ
)

, 

где det  означает определитель матрицы. Величину 

( ) 1
1
≤=

−
)(Idet)(Ddet)(e θθθ

))
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можно назвать эффективностью векторной оценки θ
)

, а оценку, для которой 

1=)(e θ
)

 – эффективной. 

 

1.6 Эмпирическая функция распределения 

 

     Определение. Эмпирической или выборочной функцией распределения )(xF ∗
ξ  

называется функцией распределения дискретной случайной величины ∗ξ , опре-

деленной в разделе 1.3, то есть функция распределения выборки, рассматривае-

мой как дискретная случайная величина с равновозможными значениями: 

)()( xFxF ∗=∗
ξξ . 

В соответствии с этим определением эмпирическая функция распределения оп-

ределяется формулой 

n
mxF =∗ )(ξ , 

где  – количество выборочных значений, удовлетворяющих условию m xxi < . 

     Эмпирическую функцию распределения удобно строить с использованием 

порядковых статистик , )(ix ni ,1= . В этом случае она определяется формулой 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≥

<≤

<

= +
∗

.xxесли,

,xxxесли,
n
i

,xxесли,

)x(F

)n(

)i()i(

)(

1

0

1

1

ξ 11 −= n,i .                       (1.2) 

     Эмпирическая функция распределения )(xF∗
ξ  является ступенчатой функцией 

(рис. 1.1), поскольку это функция распределения дискретной случайной величи-

ны. Она является оценкой генеральной функции распределения . )(xFξ
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Рис. 1.1. Эмпирическая )(xF ∗
ξ  и генеральная )  функции распределения (xFξ

 

 
Рис. 1.2. Эмпирическая функция распределения для примера 1.2 раздела 1.6 
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     Пример 1.2. Воспользуемся данными о росте мужчин из примера 1.1 раздела 

1.1 для построения эмпирической функции распределения. Поскольку вариаци-

онный ряд имеет вид 173)1( =x , 175)2( =x , 178)3( =x , , 180)4( =x 190)5( =x , то 

по формуле (1.2) получим функцию, представленную на рис. 1.2. Эта функция 

является оценкой функции распределении роста мужчин в рассматриваемом 

коллективе. 

     Выясним свойства эмпирической функции распределения )  как оценки 

теоретической (генеральной) функции распределения . 

(xF ∗
ξ

)(xFξ

     Теорема 1.2. Эмпирическая функция распределения )  является состоя-

тельной оценкой теоретической функции распределения , то есть для всех 

(xF ∗
ξ

)(xFξ

x  

0))()((|
∞→

∗ →>−
n

xFxFP εξξ . 

     Доказательство. Рассмотрим событие )( xA <= ξ . Тогда )()( xFpAP ξ== . 

Поскольку , где  – количество выборочных значений, которые 

меньше 

nmxF /)( =∗
ξ m

x , nm /  – частота события А, то по теореме Бернулли получаем 

0)|(|
∞→

→>−
n

p
n
mP ε , 

или 

0))()((
∞→

∗ →>−
n

xFxFP εξξ . 

     Теорема 1.3 (Гливенко-Кантелли). 

10|)()(|sup =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ →−
∞→

∗

nx
xFxFP ξξ , 

где  означает верхнюю грань множества. Эта теорема представляет собой 

более сильное утверждение по сравнению с предыдущей теоремой о состоятель-

ности. Доказательство этой теоремы выходит за рамки данного пособия. 

sup
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     Из приведенных теорем заключаем, что эмпирическая функция распределе-

ния является достаточно хорошей оценкой генеральной функции распределе-

ния. 

 

1.7 Гистограмма 

 

     Гистограмма – это фигура )(xf ∗
ξ , аппроксимирующая генеральную плот-

ность вероятности ) . Для ее построения интервал выборочных значений 

 делится на 

(xfξ

],[ )()1( nxx l  непересекающихся интервалов длиной iΔ , li ,1= , и под-

считывается количество выборочных значений , попавших в -й интервал. 

Если на каждом частичном интервале как на основании построить прямоуголь-

ник высотой 

im i

i

i
i n

m
h

Δ
= , то мы получим фигуру, которая называется гистограм-

мой (рис. 1.3).  

Существуют два способа построения гистрограммы. 

     1. Равноинтервальный способ. Выбирают количество интервалов l, а длину 

 каждого интервала берут одной и той же, вычисляемой по формуле Δ

l
xx n )1()( −

=Δ . 

     2. Равновероятный способ. Выбирают количество выборочных значений , 

попавших в каждый интервал. Объем выборки должен быть кратен . Тогда 

число интервалов определяется по формуле 

m

m

mnl /= , и интервалы будут сле-

дующими: , , …, , где  – i-я порядковая 

статистика. При этом способе интервалы имеют различную длину, а границы 

интервалов попадают на выборочные значения. Принято считать, что граничное 

значение делится поровну между двумя интервалами, то есть  значения по-

падает в левый интервал и  – в правый. Понятно, что при этом в крайний ле-

],[ )()1( mxx ],[ )2()( mm xx ],[ )())1(( lmml xx − )(ix

5,0

5,0
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вый интервал попадает 5  значений, в крайний правый –  значений, 

а в средние интервалы – по  значений. 

,0−m 5,0+m

m

     При объеме выборки 200100 −=n  рекомендуется брать от 10 до 20 интерва-

лов, так чтобы в каждый интервал попадало примерно 10 значений. 

 

 
Рис. 1.3. Гистограмма и соответствующая ей теоретическая (генеральная) плот-

ность вероятности 

 

     Рассмотрим свойства гистограммы )(xf ∗
ξ  как оценки генеральной плотности 

вероятности . )(xfξ

     Теорема 1.4. Пусть  – точки разбиения области возможных значе-

ний случайной величины 

lzzz ,...,, 21

ξ  на l  интервалов,  – количество выборочных зна-

чений, попавших в -й интервал ,  – объем выборки. Если макси-

мальный из интервалов разбиения стремится к нулю при увеличении объема 

im

i ),( 1+ii zz n
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выборки, то гистограмма )(xf ∗
ξ  является состоятельной оценкой генеральной 

плотности вероятности ) , то есть для любого(xfξ ε > 0  

0)|)()((|
∞→

∗ →>−
n

xfxfP εξξ . 

     Доказательство. Для эмпирической функции распределения можно записать 

два условия: 

0)|)()((| 111
∞→

++
∗ →>−

n
ii zFzFP εξξ , 

0)|)()((| 2
∞→

∗ →>−
n

ii zFzFP εξξ . 

Тогда , 0)|)()()()((| 311
∞→

+
∗

+
∗ →>+−−

n
iiii zFzFzFzFP εξξξξ 213 εεε += . Выбрав 

)( 13 ii zz −= +εε , 0>ε , получим 

0)|
)()()()(

(|
1

1

1

1

∞→+

+

+

∗
+

∗

→>
−

−
−

−

−

nii

ii

ii

ii

zz
zFzF

zz
zFzF

P εξξξξ . 

Если , то ii zz →+1

)z(f)z(F
zz

)z(F)z(F
ii

ii

ii
ξ

ξξ =′→
−

−

+

+

1

1 , 

)(
)(

)()(

11

1
i

iiii

ii zf
zzn

m
zz

zFzF ∗

++

∗
+

∗

=
−

=
−

−
ξ

ξξ , 

0)|)()((|
1 ii zz

n
ii zfzfP

→
∞→

∗

+

→>− εξξ . 

Теорема доказана. 

     Замечание. Если интервалы разбиения не уменьшаются по мере увеличения 

объема выборки, то гистограмма не будет состоятельной оценкой плотности 

вероятности. 
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1.8 Выборочные числовые характеристики 

 

     Выборочные числовые характеристики – это числовые характеристики слу-

чайной величины , рассмотренной в разделе 1.3, то есть выборки, рассматри-

ваемой как дискретная случайная величина с равновозможными значениями. От-

сюда выборочные числовые характеристики есть не что иное, как числовые ха-

рактеристики эмпирического распределения )

∗ξ

(xF ∗
ξ . Приведем некоторые из них. 

     Выборочное среднее x  – это среднее значение случайной величины ∗ξ : 

∑∑
==

∗ ===
n

i
ii

n

t
i x

n
pxEx

11

1)(ξ . 

Мы видим, что выборочное среднее – это среднее арифметическое выборочных 

значений. 

     Выборочная дисперсия s 2 – это дисперсия случайной величины ∗ξ : 

2

1

2 )(1)( xx
n

Ds
n

i
i −== ∑

=

∗ξ . 

Для расчета выборочной дисперсии более удобна формула 

2

1

22 1 xx
n

s
n

i
i −= ∑

=
, 

которая получается простым преобразованием предыдущей формулы. 

     Выборочные начальные моменты kν  – это начальные моменты дискретной 

случайной величины : ∗ξ

∑
=

∗ ==
n

i

k
i

k
k x

n
E

1

1))((ξν , ,...2,1,0=k  . 

     Выборочные центральные моменты kμ  – это центральные моменты дискрет-

ной случайной величины ∗ξ : 

∑
=

∗∗ −=−=
n

i

k
i

k
k xx

n
EE

1
)(1)))((( ξξμ , ,...2,1,0=k  . 
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     Если выборка извлекается из двухмерного распределения, то есть экспери-

мент осуществляется над случайным вектором ),( 21 ξξξ = , то эта выборка имеет 

вид совокупности пар чисел: 

),( 11 yx , , …,  ),( 22 yx ),( nn yx .

В этом случае выборочные средние для каждой компоненты определяются фор-

мулами 

∑
=

∗ ==
n

i
ix

n
Ex

1
1

1)(ξ ,           ∑
=

∗ ==
n

i
iy

n
Ey

1
2

1)(ξ . 

Выборочные дисперсии для каждой компоненты будут равны 

2

1
1

2 )(1)( xx
n

Ds
n

i
ix −== ∑

=

∗ξ ,                 2

1
2

2 )(1)( yy
n

Ds
n

i
iy −== ∑

=

∗ξ . 

Определим также выборочный коэффициент ковариации 

( )( )( ) ))((1),cov()()(
1

212211 yyxx
n

EEEs i

n

i
ixy −−==−−= ∑

=

∗∗∗∗∗∗ ξξξξξξ  

и выборочный коэффициент корреляции 

yx

xy
xy ss

s

DD
r ==

∗∗

∗∗

)()(

),cov(

21

21

ξξ

ξξ
. 

     Все выборочные характеристики являются случайными величинами (стати-

стиками), имеющими свои законы распределения и числовые характеристики. 

Приведенные выборочные характеристики являются оценками соответствующих 

генеральных или теоретических характеристик. Для анализа свойств этих оценок 

полезна следующая теорема. 

     Теорема 1.5. Если  – выборка из распределения )  с конеч-

ным математическим ожиданием 

nxxx ,...,, 21 (xFξ

aE =)(ξ  и )(ξq  – некоторая измеримая функ-

ция, то для любого 0>ε  выполняются соотношения 

0)|))(()(1(|
1 ∞→=

→>−∑
n

i

n

i
qExq

n
P εξ , 
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1))(()(1
1

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
→

∞→=
∑ ξqExq

n
P

n
i

n

i
. 

      Для доказательства обозначим )(ξη q= , E ))(()( E qη ξ= . Величины 

)( ii xq=η  независимые и одинаково распределенные. На основании теорем 

Хинчина и Колмогорова (раздел 1.1) можно записать соотношения 

0)|)(1(|
1 ∞→=

→>−∑
n

n

i
i E

n
P εηη , 

1)(1
1

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
→

∞→=
∑ ηη E

n
P

n

n

i
i , 

которые завершают доказательство. 

      Следствие. Выборочные начальные и центральные моменты kν , kμ  являет-

ся состоятельными и строго состоятельными оценками соответствующих тео-

ретических моментов )( k
k E ξν = , . Действительно, для на-

чальных моментов , а для центральных моментов 

)))((( k
k EE ξξμ −=

k
ii xxq =)( k

ii xxxq )()( −= .  

     Можно также показать, что выборочный коэффициент ковариации xys  и вы-

борочный коэффициент корреляции xyr  являются состоятельными и даже стро-

го состоятельными оценками соответствующих теоретических характеристик 

),cov(R ηξξη = ,
)(D)(D

),cov(r
ηξ

ηξ
ξη = . 

 

 

 

 

 

 

1.9 Свойства выборочного среднего и выборочной дисперсии 
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     Рассмотрим более подробно свойства выборочного среднего ∑
=

=
n

i
ix

n
x

1

1  и 

выборочной дисперсии 2

1

2 )(1 xx
n

s
n

i
i −= ∑

=
. Они, как известно, являются оценка-

ми математического ожидания  и дисперсии a 2σ  генеральной совокупности и, 

по изложенному выше, оценками состоятельными и даже строго состоятельны-

ми. Исследуем эти оценки на несмещенность и эффективность. Начнем с выбо-

рочного среднего. 

aa
n

xE
n

x
n

ExE
n

i

n

i
i

n

i
i ∑∑∑

===
====

111

1)(1)1()( . 

Видим, что x  – несмещенная оценка. Найдем дисперсию выборочного среднего: 

∑∑
==

===
n

i
i

n

i
i n

xD
n

x
n

DxD
1

2

1
2 )(1)1()( σ . 

Мы видим, что дисперсия выборочного среднего в  раз меньше генеральной 

дисперсии. Если выборка извлечена из нормального распределения , 

то можно показать, что 

n

),( 2σaN

x  – эффективная оценка. 

     Найдем далее среднее значение выборочной дисперсии 

∑
=

−=
n

i
i xx

n
EsE

1

22 ))(1()( . 

Обозначим . Получим 
o

ii xax =−

=−=−−−= ∑∑∑ ∑
=== =

))1(1())]1()[(1()( 2

111 1
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k
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k
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n
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n
Eax
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EsE

oo
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jii xxE
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1 1

222
222 121121 σσσσσσσσ ≠

−
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ +−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−= ∑ ∑

= = n
n

n
n

nnnn

n

i

n

i
. 

Итак, 2s  – смещенная оценка. Ее смещение 
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222222 11
2 σσσσσ

nn
n

n
n)s(E)(bs −=−
−

=−= . 

Поскольку 02
2

∞→
→

ns )(b σ , то оценка 2s  – асимптотически несмещенная. Так 

как смещение – линейная функция вида 22
2 βσασ +=)(bs  с 0=α , 

n
1

−=β , то 

смещение можно устранить. Новая оценка 

2
2

2

111
s

n
n

n

ss
−

=
−

=  

является несмещенной. Несмещенная оценка дисперсии имеет следующее вы-

ражение: 

∑
=

−
−

=
n

i
i xx

n
s

1

22 )(
1

1 . 

В отличие от выборочной дисперсии здесь деление суммы производится не на 

весь объем выборки , а на )n 1( −n . Эту новую оценку 2s  будем называть не-

смещенной или исправленной выборочной дисперсией. Она обычно и применя-

ется на практике. 

     Если выборка извлечена из нормального распределения, то можно показать, 

что 2s  и 2s  будут асимптотически эффективными оценками генеральной дис-

персии 2σ . 

     Возможен также случай, когда среднее значение генеральной совокупности 

 известно, и необходимо оценить дисперсию генеральной совокупности a 2σ . В 

этом случае используется оценка 

2

1

2
0 )(1 ax

n
s

n

i
i −= ∑

=
, 

которую мы будем называть выборочной дисперсией при известном математи-

ческом ожидании. Легко показать, что эта оценка несмещенная и состоятельная. 

Сравнение выражений для 2s  и 2
0s  показывает, что смещение оценки 2s  возни-
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кает из-за того, что при ее расчете вместо неизвестного параметра  использу-

ется оценка 

a

x . 

 

1.10 Порядковые статистики 

 

     Пусть имеется выборка  из некоторого распределения ) . Распо-

ложив эти значения в порядке возрастания 

nxx ,...,1 (xFξ

)n()()( xxx ≤≤≤ L21 , получим ва-

риационный ряд . Элемент  вариационного ряда называется 

-й порядковой статистикой. Известно, что выборочное значение  можно 

считать случайной величиной, имеющей то же распределение, что и генераль-

ная совокупность  ( )f ). Порядковую статистику  также можно 

считать случайной величиной, поскольку от одной выборки к другой она может 

принимать различные значения. Однако ее распределение отличается от рас-

пределения генеральной совокупности. Порядковую статистику как случайную 

величину будем обозначать , в то время как под  будем понимать воз-

можное значение случайной величины , которое она приняла в процессе 

извлечения выборки. Получим распределение порядковых статистик. Будем 

считать, что )  непрерывны. В этих условиях вероятность нахожде-

ния порядковой статистики  в окрестности точки  определяется выра-

жением 

)()2()1( ,...,, nxxx )(mx

m ix

)(xFξ (xξ )(mx

)(mX )(mx

)(mX

(),( xfxF ξξ

)(mX )(mx

dxxfdxxXxP mmnmmm )()( )(,)()()( =+<≤ ,                            (1.3) 

где )  – плотность вероятности статистики  при объёме выборки . 

Будем читать, что процесс формирования выборки  – это независимые 

испытания Бернулли, в каждом из которых успехом считается появление собы-

тия 

(, xf mn )(mX n

nxx ,...,1

)x(A )m(<= ξ , а неудачей – события )x(A )m(≥= ξ . Тогда вероятность 

успеха в одном испытании Бернулли 
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)()()( )()( mm xFxPpAP ξξ =<== , 

а вероятность неудачи 

)(1)(1)( )()( mm xFxPpqAp ξξ −=≥=−== . 

Для фиксированного  число успехов равно m )1( −m , так как )  порядко-

вых статистик расположены левее статистики , а число неудач – 

1( −m

)(mx )( mn − , 

так как )  статистик расположены правее . Запишем вероятность сле-

дующего сложного события: 

( mn − )(mx

)1( −m  элементов выборки находятся слева от 

,  – справа и случайная величина )(mx )( mn − ξ  примет значение в окрестности 

. По теореме умножения вероятностей эта вероятность будет равна )(mx

dxxfxFxFC m
mn

m
m

m
m
n )()](1[)]([ )()(

1
)(

1
1 ξξξ

−−−
− − .                    (1.4) 

Вероятность (1.4) и есть вероятность, записанная в левой части формулы (1.3), 

то есть мы можем записать 

)()](1[)]([)( )()(
1

)(
1

1)(, m
mn

m
m

m
m
nmmn xfxFxFCxf ξξξ

−−−
− −= . 

Так как  – произвольная переменная, то её можно заменить на )(mx x : 

)()](1[)]([)( 11
1, xfxFxFCxf mnmm

nmn ξξξ
−−−

− −= .                      (1.5) 

Последнее выражение и есть плотность вероятности -й порядковой статисти-

ки  при объеме выборки . Мы видим, что плотность вероятности поряд-

ковой статистики выражается через плотность вероятности )  и функцию 

распределения )  генеральной совокупности. 

m

)(mX n

(xfξ

(xFξ

     Представляет интерес получение плотности вероятности порядковых стати-

стик для наиболее распространенного нормального распределения. Однако 

удобное аналитическое выражение получить в этом случае не представляется 

возможным, поскольку функция распределении в этом случае не представляет-

ся в элементарных функциях. 

     Начальный и центральный моменты k -го порядка -й порядковой стати-

стики определяется формулами 

m
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∫
∞

∞−

= dxxfxXE mn
kk

m )()( ,)( , ,...2,1,0=k ,  

∫
∞

∞−

−=− dx)x(f))X(Ex()))X(EX((E m,n
k

)m(
k

)m()m( . 

     При 3  можно получим следующие формулы для плотностей вероятности 

порядковых статистик: плотность вероятности минимального выборочного зна-

чения 

=n

)()](1[)( 2
1,3 xfxFxf ξξ−= , 

плотность вероятности выборочной медианы 

)()](1)[(2)(2,3 xfxFxFxf ξξξ −= , 

плотность вероятности максимального выборочного значения 

)()()( 2
3,3 xfxFxf ξξ= . 

 31



2 МЕТОДЫ НАХОЖДЕНИЯ ТОЧЕЧНЫХ ОЦЕНОК ПАРАМЕТРОВ 

РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 

 

     Задача получения точечных оценок параметров распределений является од-

ной из центральных в математической статистике. Она формулируется сле-

дующим образом. Известна плотность вероятности генеральной совокупности 

),( θξ xf  с точностью до вектора параметров ),...,( 1 mθθθ = . Требуется по вы-

борке  из этой совокупности найти оценку nxx ,...,1 ),...,( 1 mθθθ
)))

=  параметра θ .  

     Перейдем к изложению методов решения этой задачи. 

 

2.1 Метод моментов 

 

     Метод моментов заключается в следующем. Находим  начальных теорети-

ческих моментов 

m

dx),x(fx)(E jj
j θξν ξ∫

∞

∞−

== , m,j 1= . 

Из этой формулы видно, что теоретические моменты являются функциями не-

известных параметров, то есть )(θνν jj = . Далее находим  выборочных на-

чальных моментов 

m

∑
=

=
n

i

j
ij x

n 1

1ν , mj ,1= . 

Приравнивая соответствующие теоретические и выборочные моменты, полу-

чим систему  уравнений m

∑
=

==
n

i
j

j
ij x

n 1

1)( νθν  mj ,1= . 

Решая эту систему, получаем оценки )ˆ,...,ˆ( 1 mθθθ =
)

. 
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     Достоинством метода является его простота. Недостатком является то, что в 

общем случае не доказано, что такие оценки обладают какими-либо хорошими 

свойствами. Этот вопрос придется решать отдельно. 

     Метод моментов рекомендуется применять для получения оценок небольшо-

го числа параметров (порядка двух-трех). 

     Пример 2.1. Найти оценки параметров  и a σ 2  нормальной генеральной со-

вокупности )  методом моментов. ,( 2σaN

     Решение. Теоретические моменты равны aE == )(1 ξν , . 

Приравнивая их к соответствующим выборочным моментам, получим в качест-

ве оценок известные нам выборочное среднее и выборочную дисперсию: 

2
2 )( σξμ == D

xx
n

a
n

i
i == ∑

=1

1) , 

22

1

2 )(1 sxx
n

n

i
i =−= ∑

=
σ) . 

     Пример 2.2. Найти оценки параметров ,  равномерного в a b )b,a(  распреде-

ления методом моментов. 

     Решение. Теоретические моменты равномерного в )b,a(  распределения рав-

ны 
21

ba)(E +
== ξν , 

12

2

2
)ab()(D −

== ξμ . Приравнивая их к соответствую-

щим выборочным моментам, получим систему уравнений 

xba
=

+
2

, 

2
2

12
s)ab(

=
− . 

Переписав эту систему в виде 

xab 2=+ , 

sab 32=− , 

получаем оценки 
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sxa 3−=) , sxb 3+=
)

. 

 

2.2 Метод максимума правдоподобия 

 

     Это основной метод нахождения оценок. Он использует понятие функции 

правдоподобия. Функцией правдоподобия называется совместная плотность ве-

роятности выборочных значений, рассматриваемых как случайные величины. 

Функция правдоподобия зависит как от переменных , так и от неиз-

вестных параметров 

nxxx ,...,, 21

mθθ ,...,1 . Обычно она обозначается зависящей только от 

неизвестных параметров в виде L( nθθ ,...,1 ). Функция правдоподобия рассчиты-

вается по формуле 

∏
=

=
n

i
mim xfL

1
11 ),...,(),...,( θθθθ ξ ,                                  (2.1) 

где ),...,( 1 mxf θθξ  – плотность вероятности генеральной совокупности. Метод 

максимума правдоподобия заключается в том, что оценки отыскиваются из ус-

ловия максимума функции правдоподобия: 

m,...,
m max),...(L

θθ
θθ

1
1 → .                                         (2.2) 

Полученные при этом оценки называются максимально правдоподобными, или 

МП-оценками. Чтобы найти МП-оценки, необходимо приравнять частные про-

изводные функции правдоподобия к нулю и решить полученную систему урав-

нений: 

0),...,( 1 =m
j

L θθ
∂θ
∂ , m,j 1= . 

Часто эта система упрощается с помощью следующего приема. Поскольку лю-

бая функция и ее логарифм достигают экстремума на одних и тех же значениях 

аргументов, то часто максимизируют не функцию правдоподобия, а ее нату-

ральный логарифм, то есть логарифмическую функцию правдоподобия 
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),...,(ln 1 mL θθ . В этом случае для получения оценок необходимо решать сле-

дующую систему уравнений:  

0),...,(ln 1 =m
j

L θθ
∂θ
∂ , m,j 1= . 

Если учесть, что для простого случайного выбора функция правдоподобия 

представляется в виде произведения, то ее логарифм представляется в виде 

суммы 

∑
=

=
n

i
mim xfL

1
11 ),...,,(),...,(ln θθθθ ξ , 

и система уравнений преобразуется к виду 

0),...,,(ln 1
1

=∑
=

mi

n

i j
xf θθ

∂θ
∂

ξ , m,j 1= .                             (2.3) 

     Достоинством метода является то, что МП-оценки имеют хорошие свойства. 

Доказано, что они состоятельны, асимптотически несмещены и асимптотически 

эффективны. Вместе с тем система уравнений для получения оценок часто ока-

зывается нелинейной, что не позволяет получать оценки в конечном виде. 

     Пример 2.3. Найти оценки параметров  и a σ 2  нормальной генеральной со-

вокупности  методом максимума правдоподобия. ),( 2σaN

     Решение. Нам известна плотность вероятности генеральной совокупности с 

точностью до двух параметров , a 2σ : 

2

2

2
)(

2
2

2

1),,( σ
ξ

πσ
σ

ax

eaxf
−

−
= . 

     Будем максимизировать логарифмическую функцию правдоподобия, для че-

го найдем 

2

2
22

2
)(

ln
2
1)

2
1ln(),,(ln

σ
σ

π
σξ

ax
axf i

i
−

−−= . 

Найдем частные производные по оцениваемым параметрам 
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2
2 ),,((ln

σ
σ

∂
∂

ξ
ax

axf
a

i
i

−
= , 

4

2

2
2

2 2
)(

2
1),,(ln

σσ
σ

∂σ
∂

ξ
ax

axf i
i

−
+−= . 

Для получения оценок необходимо решать систему уравнений (2.3), которая 

имеет вид 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
−−

=
−

∑

∑

=

=

n

i

i

n

i

i

ax

ax

1
4

22
1

2

.0
2

)(

,0

σ
σ

σ
 

Из первого уравнения находим 

∑
=

==
n

i
i xx

n
a

1

1) . 

Подставляя x  вместо  во второе уравнение, получим a

2

1

22 )(1 sxx
n

n

i
i =−= ∑

=
σ) . 

     Мы видим, что максимально правдоподобными оценками параметров  и a
2σ  нормального распределения являются известные нам выборочное среднее x  

и выборочная дисперсия 2s . 

     Обратим внимание на структуру оценки параметра : a

∑
=

=
n

i
ix

n
a

1

1) . 

Это линейная функция выборочных значений, взятых с одинаковыми весовыми 

коэффициентами 
n
1 . Такая структура оценки вполне понятна, поскольку все 

выборочные значения имеют одну и ту же дисперсию, и нет оснований при-

сваивать им различные весовые коэффициенты. 

     Пример 2.4. Найти оценки параметров ,  равномерного в a b )b,a(  распреде-

ления методом максимума правдоподобия. 
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     Решение. Поскольку плотность вероятности равномерного в )b,a(  распреде-

ления имеет вид 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥≤

<<
−=

,bx,ax,

,bxa,
ab)x(f

0

1
ξ  

то функция правдоподобия равна 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<<
−= ∏

=
иначе.,

,bx,...,x,xa,
ab)b,a(L n

n

i
0

1
21

1  

Поскольку , и функция правдоподобия возрастает с возрастанием  и 

убыванием , то с учетом ограничений в выражении функции правдоподобия 

получаем следующие оценки: 

ab > b

a

)x,...,x,xmin(xa n)( 211 ==) , )x,...,x,xmax(xb n)n( 21==
)

. 

Эти оценки отличаются от оценок, полученных в примере 2.2 методом момен-

тов. 

 

2.3 Оценивание параметров по результатам неравноточных измерений 

 

     В ряде практических задач приходится решать следующую задачу. Некото-

рая величина (например, толщина металлической пластины) измеряется прибо-

рами, имеющими различную точность измерения. Требуется по результатам 

этих измерений определить истинное значение величины (толщины пластины). 

     Поскольку чаще всего ошибки измерений приборов считают распределен-

ными по нормальному закону, то данную задачу можно сформулировать сле-

дующим образом. Параметр  является средним значением  нормальных ге-

неральных совокупностей с плотностями вероятности 

a n

2

2

2
)(

2
2

2

1),,( i
i

ax

i
i eaxf σ

ξ
πσ

σ
−

−

= , ni ,1= . 
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Имеется выборка  из этих совокупностей, содержащая по одному 

выборочному значению из каждой совокупности. Требуется по этим данным 

найти оценку 

nxxx ,...,, 21

a)  параметра . a

     Для решения данной задачи можно воспользоваться методом максимума 

правдоподобия. Логарифмическая функция правдоподобия для одного выбо-

рочного значения  имеет вид ix

2

2
22

2
)(

ln
2
1)

2
1ln(),,(ln

i

i
iii

ax
axf

i σ
σ

π
σξ

−
−−= . 

Отсюда получаем производную 

2
2 ),,((ln

i

i
ii

ax
axf

da
d

i σ
σξ

−
=  

и уравнение для нахождения оценки 

∑
=

=
−n

i i

i ax

1
2

0
σ

. 

После преобразования этого уравнения к виду 

0
1

2

1

2 =− ∑∑
=

−

=

−
n

i
i

n

i
ii ax σσ  

получаем оценку 

∑∑
=

−−

=

−=
n

i
ii

n

j
j xa

1

21

1

2 )()( σσ) . 

Это также линейная комбинация выборочных значений, как и в примере равно-

точных измерений раздела 2.2, но с различными весами . В этом случае вес 

наблюдения  обратно пропорционален дисперсии наблюдения . При оди-

наковых дисперсиях наблюдений такая оценка сводится к оценке, полученной в 

примере 2.3 раздела 2.2. 

2−
iσ

ix 2
iσ
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2.4 Метод максимума апостериорной плотности вероятности 

 

     Данный метод предполагает наличие более полной априорной информации 

по сравнению с методом максимума правдоподобия. Здесь считается, что век-

торный параметр ),...,( 1 mθθθ =  является случайным вектором с известной ап-

риорной плотностью вероятности )(θf , который на время извлечения выборки 

принял одно из своих значений. Считается известной также плотность вероят-

ности ),( θxf , которую удобно теперь считать условной и обозначать )/( θxf . 

Задача состоит в том, чтобы по полученной выборке )x,...,x(X n1=  найти оцен-

ку реализации вектора θ . 

     Метод максимума апостериорной плотности вероятности состоит в том, что 

оценки определяются из условия максимума апостериорной плотности вероят-

ности параметра θ : 

θ
θ max)X/(f → , 

где 

∫
∞

∞−

=

θθθ

θθ
θ

d)/X(f)(f

)/X(f)(f)X/(f –                                  (2.4) 

формула Байеса, определяющая апостериорную плотность вероятности вектора 

θ , )(L)/X(f θθ =  – известная нам функция правдоподобия (2.1). 

     Если учесть, что знаменатель формулы Байеса не зависит от параметра θ  и, 

следовательно, не влияет на результат оптимизации, то рассматриваемый метод 

сводится к решению оптимизационной задачи вида 

θ
θθ max)(L)(f → . 

Мы видим, что данная задача отличается от задачи (2.2) метода максимума 

правдоподобия тем, что максимизируемая функция содержит в качестве допол-

нительного множителя априорную плотность вероятности )(f θ . Если вместо 
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исходной функции использовать ее логарифм, то для определения оценок по 

методу максимума апостериорной плотности вероятности нам необходимо ре-

шать систему уравнений 

01
1

1 =+ ∑
=

),...,,x(fln),...,(fln mi

n

i j
m

j
θθ

∂θ
∂θθ

∂θ
∂

ξ , .m,j 1=            (2.5) 

Эта система отличается от системы уравнений (2.3) метода максимума правдо-

подобия наличием дополнительного слагаемого ),...,(fln m
j

θθ
∂θ
∂

1 . 

     Пример 2.5. Найти оценку параметра  нормального распределения с плот-

ностью вероятности 

a

2

2

2
22

1 σ

πσ

)ax(

e)a/x(f
−

−
=  

методом максимума апостериорной плотности вероятности в предположении, 

что этот параметр также распределен по нормальному закону с плотностью ве-

роятности 

2

2
0

2
)(

22

1)( a

aa

a

eaf σ

πσ

−
−

= . 

     Поскольку 

2

2
22

22
1

2
1

σ
σ

π
σξ

)ax(
ln)ln(),a,x(fln i

i
−

−−= , 

2

2
02

22
1

2
1

a
a

)aa(
ln)ln()a(fln

σ
σ

π
−

−−= , 

2
2

σ
σξ

ax
),a,x(fln

da
d i

i
−

= , 

2
0

a

aa
)a(fln

da
d

σ
−

−= , 

то система уравнений (2.5) будет состоять из одного уравнения вида 
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0
1

22
0 =

−
+

−
− ∑

=

n

i

i

a

axaa
σσ

. 

Переписав его следующим образом 

0
1

2
0

2 =−+−− ∑
=

n

i
ia )ax()aa( σσ , 

получим оценку 

22
1

2
0

2

a

n

i
ia

n

xa
a

σσ

σσ

+

+
=

∑
=) .                                             (2.6) 

     Выполним анализ структуры полученной оценки a) . Для этого разделим на 

 числитель и знаменатель полученного выражения. Будем иметь 22
aσσ

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+= ∑

=
−

n

i
i

a
xaa

1
2022

111
σσσ)

) , 

где 

22

22

22
2 1

a

a

a

nn
σσ
σσ

σσ
σ

+
=+=−) .                                   (2.7) 

Мы видим, что оценка a)  является линейной комбинацией наблюдений  и ап-

риорных данных в виде априорного среднего. При этом используемые данные 

имеют различные веса. Наблюдения  имеют одинаковые веса 

ix

ix 2/1 σ , где 2σ  – 

дисперсия генеральной совокупности, в то время как априорное среднее  – 

другой вес 

0a

21 aσ , где  – априорная дисперсия параметра . Полученная сум-

ма делится на сумму всех весов (2.7). Если число наблюдений  мало, то суще-

ственным будет вклад в оценку априорных данных . По мере увеличения  

вклад наблюдений  в оценку 

2
aσ a

n

0a n

ix a)  будет увеличиваться, а априорных данных  

– уменьшаться. Таким образом, оценка по методу максимума апостериорной 

плотности вероятности представляет собой разумную комбинацию априорных 

данных и наблюдений. 

0a
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2.5 Байесовский метод 

 

     Исходные данные для этого метода те же, что и для метода максимума апо-

стериорной плотности вероятности, а именно: векторный параметр 

),...,( 1 mθθθ =  считается случайным с известной априорной плотностью веро-

ятности )(θf , а также известна с точностью до параметра θ  плотность вероят-

ности генеральной совокупности )/( θxf . Дополнительно для характеристики 

качества оценивания вводится функция потерь ),( θθ
)

W , зависящая от парамет-

ра и его оценки, и средний риск r  как математическое ожидание функции по-

терь: 

)),(( θθ
)

WEr = . 

Требуется по полученной выборке )x,...,x(X n1=  найти оценку реализации 

вектора θ . 

     Метод состоит в том, что оценка находится из условия минимума среднего 

риска: 

θ
)min→r . 

     Для решения данной задачи учтем, что )X(θθ
))

=  и запишем выражение 

среднего риска в виде 

∫
∞

∞−

= θθθθ dXd),X(f),(Wr
)

, ndxdxdX L1= , mddd θθθ L1= . 

Представим совместную плотность вероятности ),X(f θ  по теореме умноже-

ния в виде произведения 

)X/(f)X(f),X(f θθ = , 

где )X/(f θ  – апостериорная плотность вероятности параметра θ , опреде-

ляемая формулой Байеса (2.4). Введем понятие условного риска 
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∫
∞

∞−

== θθθθ d)X/(f),(W)X(RR
)

                              (2.8) 

при условии, что фиксирована выборка . Тогда средний риск X

∫
∞

∞−

= dX)X(f)X(Rr . 

Данное выражение является функционалом. В вариационном исчислении из-

вестна следующая теорема об экстремуме функционала [10]. 

     Теорема 2.1. Для того чтобы функционал 

∫ ′=
b

a
dx)y,y,x(F)y(J , 

определенный на множестве функций )x(yy = , имеющих непрерывную пер-

вую производную и удовлетворяющих условиям A)a(y = , B)b(y = , достигал 

на данной функции )x(y  экстремума, необходимо, чтобы эта функция удовле-

творяла уравнению Эйлера 

0=− ′yx F
dx
dF . 

     Данную теорему можно применить для минимизации среднего риска. По-

скольку подынтегральная функция в выражении для среднего риска не зависит 

от θ ′
)

, то второе слагаемое в уравнении Эйлера будет отсутствовать. Таким об-

разом, мы свели задачу к необходимости решения уравнения 

0=
θ
)

d

dR , 

т.е. к оптимизационной задаче вида 

θ
θθθθ )

)
mind)X/(f),(WR →= ∫

∞

∞−

. 

     Чаще всего используется квадратичная функция потерь, то есть функция по-

терь вида 
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∑
=

−=
m

i
iiW

1

2)(),( θθθθ
))

. 

Рассмотрим случай скалярного параметра и квадратичной функции потерь 
2)(),( θθθθ −=

))
W  и найдем байесовскую оценку θ

)
 параметра θ . Условный 

риск (2.8) в данном случае имеет вид 

∫
∞

∞−

−= θθθθ d)X/(f)(R 2)
. 

Необходимое условие экстремума условного риска приводит к уравнению 

∫
∞

∞−

=−= 02 θθθθθ
θ

d)X/(f)()(R
d
d ))
) , 

откуда получаем 

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

=− 0θθθθθθ d)X/(fd)X/(f
)

, 

∫
∞

∞−

== )X/(Ed)X/(f θθθθθ
)

. 

Таким образом, байесовская оценка при квадратичной функции потерь равна 

апостериорному математическому ожиданию. Для получения этой оценки нам 

необходимо найти апостериорную плотность вероятности параметра и по ней 

найти апостериорное математическое ожидание. 

     Пример 2.6. Найти байесовскую оценку параметра  нормального распреде-

ления с плотностью вероятности 

a

2

2

2
22

1 σ

πσ

)ax(

e)a/x(f
−

−
=  

в предположении, что этот параметр также распределен по нормальному закону 

с плотностью вероятности 

2

2
0

2
)(

22

1)( a

aa

a

eaf σ

πσ

−
−

=  
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и используется квадратичная функция потерь 2)(),( aaaaW −= )) . 

     В соответствии с теорией, изложенной выше, при квадратичной функции по-

терь байесовская оценка определяется как апостериорное математическое ожи-

дание.  

     Для решения задачи запишем выражение для функции правдоподобия 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−== ∑∏

==

n

i
i

n

i nni )ax(exp
)(

)a/x(f)a/X(f
1

2
2

1 2 2
1

2

1
σσπ

. 

Найдем апостериорную плотность вероятности )X/a(f  параметра  по фор-

муле Байеса 

a

)X(f
)a/X(f)a(f)X/a(f = ,                                         (2.9) 

где 

∫
∞

∞−

= da)a/X(f)a(f)X(f . 
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а выражение )a( 01ϕ  очевидно. Таким образом, мы представили апостериорную 

плотность вероятности (2.9) в виде 

)a(c)X/a(f 2ϕ= , 

где  – нормирующий множитель. Преобразуем это выражение: c
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а  – новый нормирующий множитель, который, очевидно, равен 1с
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В итоге получаем, что 
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то есть апостериорная плотность вероятности параметра  является нормаль-

ной плотностью вероятности вида 

a

),a(N)X/a(f 2σ))= , где 
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апостериорное среднее, или апостериорное математическое ожидание, которое 

и является байесовской оценкой. При этом апостериорная дисперсия равна 

22

22
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a

a

nσσ
σσ

σ
+

=) .                                                 (2.12) 

Мы видим, что получили ту же оценку, что и по методу максимума апостери-

орной плотности вероятности (2.6). Это понятно, поскольку максимум нор-

мальной плотности вероятности достигается в точке, равной математическому 

ожиданию. Минимальное значение условного риска определяется выражением 

222 σ))) =−=−= ∫
∞

∞−

da)X/a(f)aa())aa((ERmin , 

где )X/a(f , a)  и 2σ)  имеют вид (2.10), (2.11), (2.12) соответственно. Мы ви-

дим, что это значение равно апостериорной дисперсии (2.12). Таким образом, 

оценка (2.11) обеспечивает минимальное значение условного и среднего риска 
2σ)== minmin Rr . 

 

2.6 Оценивание параметров по косвенным измерениям (классический ме-

тод наименьших квадратов) 
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До сих пор мы рассматривали случаи, когда оцениваемый параметр измеря-

ется непосредственно измерительным прибором. Возможен также случай, когда 

оцениваемые параметры непосредственно измерительным прибором не изме-

ряются, а измеряются некоторые другие величины, функционально связанные с 

оцениваемыми параметрами. Решение такой задачи выполняется методом наи-

меньших квадратов. Классическая задача о методе наименьших квадратов фор-

мулируется следующим образом [9]. Предполагается, что результаты измере-

ний (показания приборов)  функционально связаны с оцениваемыми пара-

метрами 

iz

mθθ ,,1 K : 

iliimii exxz += ),,,,,( ,1,1 KK θθψ , ni ,1= ,                         (2.13) 

где ),,,,,( ,1,1 liimi xx KK θθψ  – некоторые известные скалярные функции;  – 

ошибки измерений;  – входные переменные, которые измеряются с 

ошибками, измеряются точно (то есть известны), или отсутствуют. Требуется 

по измерениям  и  найти оценки 

ie

lii xx ,1, ,,K

iz lii xx ,1, ,,K mθθ
)

K
)

,,1  неизвестных параметров 

mθθ ,,1 K . Будем рассматривать случай, когда входные переменные  

известны или отсутствуют. В этом случае в выражениях (2.13) их можно не 

учитывать и вместо (2.13) записать выражения 

lii xx ,1, ,,K

iii ez += )(θψ , ni ,1= ,                                           (2.14) 

где ),,( 1 mθθθ K=  – вектор неизвестных параметров.  

     Задача в таком виде была сформулирована Гауссом. Для ее решения Гаусс 

предложил свой знаменитый метод наименьших квадратов (МНК). Метод наи-

меньших квадратов состоит в том, что оценки параметров определяются из ус-

ловия минимума суммы квадратов ошибок измерений, то есть как решение оп-

тимизационной задачи 

∑∑
==

→−==
n

i
ii

n

i
i zeF

1

2

1

2 min))(()(
θ

θψθ . 
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     В настоящее время эта задача формулируется и решается с использованием 

векторно-матричного подхода. Зависимости (2.14) записывают в векторной 

форме: 

EXZ += ),(θΨ ,                                                (2.15) 

где  – вектор показаний приборов; ),,( 1 n
T zzZ K= =),( XT θΨ ),(( 11 Xθψ ,…, 

))X,( nn θψ  – векторная функция, ),,( 1 m
T θθθ K=  – вектор параметров, 

 – массив входных переменных, которые либо известны (изме-

ряются точно), либо отсутствуют,  – вектор ошибок измерений 

с нулевым средним значением и ковариационной матрицей . Требуется по 

результатам измерений 

),,( 1 nXXX K=

),,( 1 n
T eeE K=

ER

Z ,  найти оценку X θ
)

 вектора параметров θ .  

     Оптимизационная задача теперь запишется в виде: 

θ
θΨθΨθ min))(())(()( →−−== ZZEEF TT . 

Чтобы получить аналитическое выражение для МНК-оценки, нужно функцию 

)(θΨ  в (2.15) линеаризовать в окрестности некоторой опорной точки )( 0θ , то 

есть представить ее в окрестности точки )( 0θ  рядом Тейлора и удержать в раз-

ложении только два члена. Получим 

)(Q)()( )( 0
0 θθθΨθΨ −+≈ , 

где 

)(
d

d)(Q )(
)(

)( 0
0

0 θΨ
θ

θΨ =′= .                                           (2.16) 

В результате линеаризации будем иметь следующую оптимизационную задачу: 

θ
θθθΨθθθΨθ min)](Q)(Z[)](Q)(Z[)(F )()(T)()( →−−−−−−= 0000 . 

Необходимые условия экстремума представляют собой уравнение 

0)( =θ
θ

F
d
d . 

Перепишем функцию )(θF  в виде 
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−−−−−−= )(Q))(Z())(Z())(Z()(F )(T)()(T)( 0000 θθθΨθΨθΨθ  

))(Q())(Q())(Z())(Q( )(T)()(T)( 0000 θθθθθΨθθ −−+−−− . 

Напомним, что функция )(θF  и все ее слагаемые являются скалярными функ-

циями вектора θ . Воспользуемся правилом транспонирования произведения 

матриц  и тем фактом, что для скалярной величины TTT ABAB =)( AAT = . То-

гда 

+−−−−−= )(Q))(Z())(Z())(Z()(F )(T)()(T)( 0000 2 θθθΨθΨθΨθ  

)(QQ)( )(TT)( 00 θθθθ −−+ , 

и уравнение для нахождения оценки θ
)

 имеет вид 

022 00 =−+−−= )(QQ))(Z(Q)(F
d
d )(T)(T θθθΨθ
θ

. 

Отсюда последовательно получаем 

))(Z(Q)(QQ )(T)(T 00 θΨθθ −=− , 

))(Z(Q)QQ()( )(TT)( 010 θΨθθ −=− − , 

))(Z(Q)QQ( )(TT)( 010 θΨθθ −+= −
)

.                            (2.17) 

Последнее выражение и есть оценка неизвестных параметров по методу наи-

меньших квадратов. 

     Можно показать, что в условиях линейности функции )(θΨ  выражение 

11 )( −−= QRQR E
T

NKθ
)  

представляет собой ковариационную матрицу оценки, которая характеризует 

точность оценки. 

     Мы видим, что МНК-оценка (2.17) зависит от опорной точки )( 0θ , то есть от 

точки, в окрестности которой выполняется линеаризация. Для повышения точ-

ности оценивания эта точка должна быть по возможности ближе к истинному 

значению параметра θ . Если опорная точка )( 0θ  выбрана неудачно, то метод 

наименьших квадратов может дать плохую оценку. 
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     Пример 2.7. Найти МНК-оценку высоты объекта θ  по точным измерениям 

расстояний  от его основания до некоторых точек наблюдения  и измере-

ниям с ошибками  углов из этих точек на вершину объекта, 

ix ip

iz ni ,1= . 

 

 
Рис. 2.1. Иллюстрация к примеру 2.7 

 

     Графическая иллюстрация задачи приведена на рис. 2.1. Наблюдения углов 

 связаны с высотой объекта iz θ  соотношением 

i
i

i e
x

tgarcz +=
θ , n,i 1= , 

где  – ошибки наблюдений. Введя вектор-столбец наблюдений ie )z(Z i= , век-

тор-столбец функций ))(()( i θφθΨ = , где 

i
i x

tgarc)( θθφ = , 
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и вектор-столбец ошибок измерений )e(E i= , мы можем воспользоваться 

оценкой (2.17). Матрица  (2.16) в этом выражении представляет собой век-

тор-столбец 

Q

)q(Q i= , где 
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Рассчитав указанные матрицы, мы можем затем найти оценку по матричной 

формуле (2.17). Получим также обычную формулу для оценки. В данном случае 

 и QQT ))(Z(Q )(T 0θΨ−  представляют собой скалярные величины вида 
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В итоге для МНК-оценки высоты объекта получаем выражение 

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

+⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

+
+= ∑∑

=

−

= i
i

n

i i

i
n

i i

i

x
tgarcz

x
x

x

x )0(

1
2)0(2

1

1
22)0(2

2
)0(

)()(

θ
θθ

θθ
)

. 

 52



3 НЕКОТОРЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ 

 

     До сих пор мы ограничивались рассмотрением лишь числовых характери-

стик статистик. Например, для выяснения несмещенности точечной оценки па-

раметра нам достаточно было найти ее математическое ожидание. Однако не-

которые задачи математической статистики, такие как построение доверитель-

ных интервалов для параметров или статистическая проверка гипотез, требуют 

знания законов распределения статистик. Поэтому в данном разделе познако-

мимся с некоторыми распределениями математической статистики. 

 

3.1 Распределение хи-квадрат 

 

Случайная величина вида 

∑
=

=
k

i
ik x

1

22χ , 

где  – независимые случайные величины, распределенные по нор-

мальному закону )

kxxx ,...,, 11

1,0(N , имеет распределение, которое называется одномер-

ным распределением хи-квадрат с k  степенями свободы и обозначается как 

. )k(H1

     Плотность вероятности распределения хи-квадрат имеет вид 

( )

⎪
⎪
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=>⎟
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kxex
kxf
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kχ
 

где ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ

2
k  – гамма-функция, определяемая выражением 
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dyeyx yx −
∞

−∫=Γ
0

1)( . 

Гамма-функция обладает следующими свойствами:  

)()1( xxx Γ=+Γ , !)1( kk =+Γ , 1)2()1( =Γ=Γ , π=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Γ

2
1 . 

Кривые плотности вероятности этого распределения изображены на рис. 3.1. 

 
Рис. 3.1. Плотность вероятности распределения хи-квадрат 

 

Это несимметричные кривые, расположенные на положительной полуоси абс-

цисс. Кривые имеют по одному максимуму в точке 2−= kx . Математическое 

ожидание и дисперсия распределения хи-квадрат равны 

kE k =)( 2χ , 

kD k 2)( 2 =χ . 

     Для практических приложений составлены таблицы процентных отклонений 

распределения хи-квадрат. Эти таблицы позволяют решать уравнения вида 
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αχχ α => )(P k
22 , 10 ≤≤α . 

Это значит, что с помощью таблиц для некоторого k  и некоторой вероятности 

α  можно найти величину , удовлетворяющую указанному равенству, и на-

оборот, по  найти 

2
αχ

2
αχ α . Величины α  и  приведены на рис. 3.1: 2

αχ α  равна 

площади, заштрихованной на рис. 3.1, а  есть левая граница этой области. 

Величина  называется 

2
αχ

χα
2 α100 -процентным отклонением случайной величины 

. 2
kχ

     Из определения распределения хи-квадрат очевидно свойство: если 

,  и ,  независимы, то )p(Hp 1
2 ∈χ )q(Hq 1

2 ∈χ 2
pχ

2
qχ

)qp(Hqp +∈+ 1
22 χχ .                                        (3.1) 

 

3.2 Распределение Стьюдента ( t -распределение) 

 

     Случайная величина 

n
v

ut = , 

где  и u v  – независимые случайные величины, причем )1,0(Nu∈ , )n(Hv 1∈ , 

имеет распределение, которое называется распределением Стьюдента с n сте-

пенями свободы и обозначается . Плотность вероятности распределения 

Стьюдента имеет вид  

)n(T1

2
12

)1(
)

2
(

)
2

1(
)(

+
−

+
Γ

+
Γ

=
n

t n
x

nn

n

xf
π

. 

Кривые плотности вероятности этого распределения изображены на рис 3.2. 
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Рис. 3.2. Плотность вероятности распределения Стьюдента 

 

Это симметричные относительно оси ординат кривые. При  это распреде-

ление Коши, которое известно тем, что не имеет ни одного момента. При  

математическое ожидание 0

1=n

2>n

=)t(E , а дисперсия )2/()( −= nntD . 

     При  распределение Стьюдента приближается к нормальному распре-

делению )

∞→n

1,0(N . Однако при малых  ( 3n 0<n ) оно заметно отличается от нор-

мального. Существуют таблицы процентных отклонений распределения Стью-

дента. В этих таблицах для фиксированных  и n α  можно найти число , 

удовлетворяющее равенству 

αt

αα => )( ttP , 

и наоборот, по  и  найти n αt α . Величины  и αt α  отмечены на рис. 3.2 штри-

ховкой. 
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3.3 Распределение Фишера ( f -распределение) 

 

     Случайная величина 

n
w

m
vf := , 

где v  и  – независимые случайные величины, w )m(Hv 1∈ , , имеет 

распределение, которое называется одномерным распределением Фишера с , 

 степенями свободы и обозначается . 

)n(Hw 1∈

m

n )n,m(F1

 

 
Рис. 3.3. Плотность вероятности распределения Фишера 

 

Кривые плотности вероятности этого распределения приведены на рис 3.3. Они 

определяются выражением 
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Это несимметричные кривые, расположенные на положительной полуоси абс-

цисс, которые достигают максимума вблизи точки 1=x . 

     Для практического использования этого распределения существуют таблицы 

процентных отклонений, которые позволяют для фиксированных ,  и m n α  

найти число , удовлетворяющее равенству αf

αα => )ff(P , 

и наоборот, по ,  и  найти m n αf α . Величины  и αf α  отмечены на рис. 3.3 

штриховкой. 

     Из определения распределения Фишера вытекает, что если , то 

. 

)n,m(Ff 1∈

)m,n(Ff 1
1 ∈−

 

3.4 Распределения некоторых статистик для нормальной генеральной со-

вокупности 

 

     Теорема 3.1. Если  – выборка из распределения , nxxx ,...,, 21 ),( 2σaN x  – 

выборочное среднее, 2s  – выборочная дисперсия, 2s  – несмещенная выбороч-

ная дисперсия, 2
0s  – выборочная дисперсия при известном математическом 

ожидании (см. разделы 1.8, 1.9), то 

)1,0(Nnaxu ∈
−

=
σ

,                                             (3.2) 

)n(H
sn

v 12

2
0 ∈=

σ
,                                                    (3.3) 
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)1()1(
12

2

2

2
−∈

−
== nHsnsnw

σσ
,                                      (3.4) 

)n(Tn
s

axn
s

axt 11 1 −∈
−

=−
−

= ,                                 (3.5) 

причем величины  и u v  независимы. 

     Доказательство утверждения (3.2). Рассмотрим выборочное среднее 

∑ ∑
= =

==
n

i

n

i

i
i n

x
x

n
x

1 1

1 ,  

где  – независимые случайные величины. Обозначим nxxx ,...,, 21 n
xi

i =η . Эти 

величины имеют распределение ),( 2

2

nn
aN σ  и характеристические функции 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

2

2
2

2
exp)(

n
vv

n
ajv

i

σθη . 

Поскольку ∑
=

=
n

i
ix

1
η , то по теореме о произведении характеристических функ-

ций [14] получим 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∑ ∑−==
= ==

∏
n

i

n

i

n

i
x

n
v

n
ajvvv

i 1 1 2

22

1 2
exp)()( σθθ η . 

Отсюда видно, что 

)
n

,a(Nx
2σ

∈ , 

),(Nnax 10∈
−
σ

. 

     Доказательство утверждения (3.3). Поскольку 

),0()( 2σNaxi ∈− , 

то 

∑∑
==

=
−

=
n

i
i

n

i

i u
ax

v
1

2

1
2

2)(
σ

, 
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где )1,0(
)(

N
ax

u i
i ∈

−
=

σ
. По определению распределения хи-квадрат (раздел 

3.1) получаем утверждение (3.3). 

     Доказательство утверждения (3.4). Для доказательства нам понадобятся 

понятие ортогональной матрицы и лемма Фишера. 

     Квадратная матрица )с(С j,i= , n,j,i 1= , называется ортогональной, если 

ICC T = . Отсюда следует, что 1−= ССT , IССT = , матрица  также ортого-

нальная, и справедливы равенства 

TС

⎩
⎨
⎧

≠
=

=∑
= j,iпри  0

j,iпри  
cc

n

k
k,jk,i

1

1
                                         (3.6) 

⎩
⎨
⎧

≠
=

=∑
= j.iпри  0

j,iпри  
cc

n

k
j,ki,k

1

1
 

Если дано произвольное число np <  строк матрицы C , для которых выполня-

ются соотношения (3.6), то можно всегда найти еще pn −  строк, таких, что, 

добавляя их, мы получим ортогональную матрицу размером . Линейное 

преобразование 

nn ×

CXY = , где , , называ-

ется ортогональным преобразованием. Квадратичная форма 

 инвариантна относительно такого преобразования, т.е. 

она преобразуется в форму  с той же матри-

цей 

)x,...,x,x(X n
T

21= )y,...,y,y(Y n
T

21=

22
2

2
1 n

T x...xxXX +++=

22
2

2
1 n

TTT y...yyYYCYCY +++==

I .  

     Лемма Фишера [12]. Пусть  – вектор из независимых 

случайных величин , каждая из которых имеет нормальное распределение 

, и 

)x,...,x,x(X n
T

21=

ix

),(N 20 σ CXY =  – ортогональное преобразование, вводящее вместо 

 новые величины . Если задано лишь некоторое число nx,...,x,x 21 ny,...,y,y 21

np <  случайных величин  этого преобразования, то величина  py,...,y,y 21

22
2

2
1

1

2
p

n

i
i y...yyxQ −−−−= ∑

=
                                        (3.7) 
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независима от  и  имеет распределение , т.е. рас-

пределение хи-квадрат с 

py,...,y,y 21
2σ/Q )pn(H −1

pn −  степенями свободы. 

     Доказательство леммы Фишера. В силу изложенного выше относительно 

ортогонального преобразования величины  некоррелированы и нормальны с 

распределением , следовательно, и независимы. Если задано лишь не-

которое число 

iy

),(N 20 σ

np <  случайных величин , удовлетворяющих орто-

гональному преобразованию, то, как указано выше, можно найти еще 

py,...,y,y 21

pn −  

строк матрицы C  с номерами 1+p , 2+p , …, , таких, что полная матрица n C  

будет ортогональной. Если к переменным ,  из квадра-

тичной формы (3.7) применить указанное ортогональное преобразование 

nx,...,x,x 21 py,...,y,y 21

C , то 

 преобразуется в , и вместо (3.7) мы получим ∑
=

n

i
ix

1

2 ∑
=

n

i
iy

1

2

22
2

2
1 npp y...yyQ +++= ++ . 

Таким образом,  равна сумме квадратов Q pn −  независимых нормальных 

 величин, которые, кроме того, не зависят от . По опреде-

лению распределения хи-квадрат (раздел 3.1) делаем вывод о том, что величина 

 имеет распределение 

),(N 20 σ py,...,y,y 21

2σ/Q )pn(H −1 . Лемма Фишера доказана. 

     Перейдем к доказательству утверждения (3.4). Предположим, что среднее 

значение генеральной совокупности равно нулю, т.е. каждое  нормально 

. Это предположение не ограничивает общности, так как не меняет 

ix

),(N 20 σ

2s . Рассмотрим тождество 

2
1

1

22

1

2

1

22 yxxnx)xx(snQ
n

i
i

n

i
i

n

i
i −=−=−== ∑∑∑

===
.                         (3.8) 

где 22
1 xny = . Тогда 

)xc...xcxс()xn...xnxn(xny nn,,,n 1221111211 +++=+++== , 
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где nc k, =1 . Мы видим, что  есть линейное преобразование переменных 

, а  есть первая строка матрицы 

1y

nx,...,x,x 21 )c,...c,с( n,,, 12111 C  этого преобразова-

ния. Поскольку , т.е. удовлетворяется равенство (3.6), то это пре-

образование 

1
1

=∑
=

n

k
k,ik,i cc

С  можно дополнить до ортогонального преобразования. Поэтому 

к выражению (3.8) можно применить лемму Фишера, положив в (3.7) 1=p  и 

xny =1 . В итоге получаем, что величина 22 σ/sn  имеет распределение хи-

квадрат с )n( 1−  степенями свободы. 

     Доказательство утверждения (3.5). Исходя из статистик ),(Nu 10∈  (3.1) и 

 (3.4) мы можем записать, что )n(Hv 11 −∈

)n(Tn
v

ut 11 1 −∈−= . 

Подставляя сюда выражения для u  и v , получим утверждение (3.5). 
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4 ИНТЕРВАЛЬНЫЕ ОЦЕНКИ ПАРАМЕТРОВ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 

 

4.1 Постановка задачи 

 

Доверительным интервалом для некоторого параметра θ  называется интер-

вал ),( вн θθ , накрывающий параметр θ  с доверительной вероятностью γ : 

γθθθ =<< )(P вн .                                             (4.1) 

Величина γ  называется доверительной вероятностью или коэффициентом до-

верия, нθ , вθ  – нижним и верхним доверительными пределами соответственно, 

а разность )( нв θθ −  – длиной доверительного интервала. Доверительная веро-

ятность γ  выбирается близкой к 1 из набора чисел },;,;,{ 975095090 . Довери-

тельный интервал для параметра θ  называют также интервальной оценкой это-

го параметра. 

     Задача построения доверительного интервала для параметра распределения 

формулируется следующим образом. Известна плотность вероятности гене-

ральной совокупности с точностью до параметра θ , то есть известна ),x(f θξ . 

Требуется по выборке  из этой совокупности найти интервал nx,...,x,x 21 ),( вн θθ  

вида (4.1). Поскольку доверительный интервал строится по выборке, то довери-

тельные пределы будут различными для различных выборок, то есть величины 

нθ , вθ  являются случайными. 

     Поскольку две границы доверительного интервала определяются из одного 

уравнения (1), то существует бесконечное множество интервалов, удовлетво-

ряющих этому уравнению. 

     Для придания задаче однозначности от уравнения (4.1) переходят к двум 

уравнениям: 
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⎩
⎨
⎧

=<
=>

,)(P
,)(P

н

в

2

1

αθθ
αθθ

                                              (4.2) 

где γαα −=+ 121 . 

     Доверительный интервал называется симметричным, если в (4.2) 

2121 /)( γααα −=== . Симметричный интервал строится на основании сле-

дующей системы уравнений: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
=<

−
=>

.)(P

,)(P

н

в

2
1

2
1

γθθ

γθθ
                                              (4.3) 

Чаще всего строят симметричные доверительные интервалы. 

 

4.2 Методика построения симметричного доверительного интервала 

 

     Для построения симметричного доверительного интервала для неизвестного 

параметра θ  обычно используется статистика, представляющая собой некото-

рую функцию )(θ
)

gg =  точечной оценки θ
)

. Должен быть известен закон рас-

пределения этой статистики, например, плотность вероятности . В силу 

того, что параметр 

)x(f g

θ  нам неизвестен, статистика )(θ
)

gg =  оказывается завися-

щей также от параметра θ , то есть ),(gg θθ
)

= . Для построения доверительно-

го интервала для параметра θ  строят “доверительный интервал” для статистики 

g , то есть находят  и  из системы уравнений нg вg

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
=<

−
=>

,)gg(P

,)gg(P

н

в

2
1

2
1

γ

γ

                                        

(4.4) 
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где γ  – доверительная вероятность. Уравнения (4.4) иллюстрируются с помо-

щью рис. 4.1, на котором приведен график плотности вероятности  и 

обозначены величины , , 

)x(f g

нg вg
2

1 γ− . 

 

 
Рис. 4.1. Иллюстрация методики построения доверительного интервала 

 

Решение задачи (4.4) эквивалентно решению задачи (4.3) и в итоге – задачи 

(4.1). Действительно, в силу зависимости ),(gg θθ
)

=  интервал вида 

γθθ =<< )g),(gg(P вн
)

 

можно преобразовать к виду (4.1). 

     В разделах 4.3 – 4.7 по изложенной методике получены доверительные ин-

тервалы для параметров нормального распределения и вероятности появления 

случайного события A . 
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4.3 Доверительный интервал для математического ожидания нормальной 

генеральной совокупности при известной дисперсии 

 

     Пусть известна выборка  из генеральной совокупности , 

и требуется построить доверительный интервал для математического ожидания 

 при условии, что дисперсия 

nxxx ,...,, 21 ),( 2σaN

a 2σ  по каким-то соображениям нам известна. 

     Воспользуемся изложенной в п. 4.2 методикой. Возьмем точечную оценку 

∑
=

=
n

i
ix

n
x

1

1  параметра . Для построения доверительного интервала выберем 

статистику 

a

naxu
σ
−

= , которая, как известно, имеет распределение )1,0(N . 

Найдем ,  из уравнений  нu вu

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
=<

−
=>

.)uu(P

,)uu(P

н

в

2
1

2
1

γ

γ

 

Эти уравнения можно проиллюстрировать с помощью рис. 4.1 при замене g  на 

. В силу симметричности распределения )u 1,0(N  имеем . Обозначим вн uu −=

2
1 γ−= uuв  и напомним, что  – это вu

2
1100 γ− -процентное отклонение распреде-

ления )1,0(N  (таблица 4.1). Более подробную таблицу можно найти в [13]. 

 

Таблица 4.1 

Процентные отклонения нормального распределения )1,0(N , =αα> )uu(P  

α  0,0010 0,005 0,010 0,015 0,020 0,030 0,040 0,050 

αu  3,0902 2,5758 2,3264 2,1701 2,0938 1,8808 1,7507 1,6449 

 

В итоге получим 
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γγγ =
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
<<− −−

2
1

2
1 uuuP , 

или 

γ
σ γγ =

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
<

−
<− −−

2
1

2
1 unaxuP , 

или 

γσσ
γγ =

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+<<− −− n

uxa
n

uxP
2

1
2

1 . 

Из последнего выражения делаем вывод, что доверительный интервал для  

имеет вид 

a

n
uxa

n
ux σσ

γγ
2

1
2

1 −− +<<− . 

Длина доверительного интервала 

n
ul σ

γ
2

12 −= . 

 

4.4 Доверительный интервал для математического ожидания нормальной 

генеральной совокупности при неизвестной дисперсии 

 

     Пусть имеется выборка  из генеральной совокупности , 

и требуется построить доверительный интервал для математического ожидания 

 при условии, что дисперсия 

nxxx ,...,, 21 ),( 2σaN

a 2σ  неизвестна. 

     Для построения доверительного интервала в данном случае используется 

статистика  

)n(Tn
s

axt 11 1 −∈−
−

=  
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(см. п. 3.4). Аналогично предыдущему разделу получаем следующий довери-

тельный интервал 

11 2
1

2
1 −

+<<
−

− −− n
stxa

n
stx γγ  

и его длину 

1
2

2
1

−
= − n

stl γ , 

где 
2

1 γ−t  – 
2

1100 γ− -процентное отклонение распределения  (Стьюден-

та с 1 степенями свободы). Графическая иллюстрация в данном случае ана-

логична приведенной на рис. 4.1 с заменой 

)n(T 11 −

−n

g  на t . 

     Если мы воспользуемся соотношением n/s)n(s 22 1−= , то получим дове-

рительный интервал в виде 

n
stxa

n
stx

2
1

2
1 γγ −− +<<− . 

 

4.5 Доверительный интервал для дисперсии нормальной генеральной со-

вокупности при известном математическом ожидании 

 

     Пусть имеется  выборка  из генеральной совокупности , 

и требуется построить доверительный интервал для дисперсии 

nxxx ,...,, 21 ),( 2σaN

2σ  при условии, 

что математическое ожидание  известно. a

     Для построения данного доверительного интервала используется статистика 

(см. (3.3)) 

)n(H
sn

v 12

2
0 ∈=

σ
. 

Найдем ,  из уравнений нv вv
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−
=<

−
=>

.
2

1)(

,
2

1)(

γ

γ

н

в

vvP

vvP
 

Чтобы решить с помощью существующих таблиц процентных отклонений рас-

пределения хи-квадрат второе из этих уравнений, приведем его к виду первого 

уравнения: 

2
1 γ+

=> )vv(P н . 

Обозначим 
2

1 γ−= vvв , 
2

1 γ+= vvн , где 
2

1 γ−v , 
2

1 γ+v  – 
2

1100 γ− - и 
2

1100 γ+ -

процентные отклонения распределения  соответственно (рис. 4.2). )n(H1

 
Рис. 4.2. Иллюстрация методики построения доверительного интервала для 

дисперсии нормальной генеральной совокупности 

 

В итоге получим 
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γγγ =
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
<< −+

2
1

2
1 vvvP , 

или 

γ
σ

γγ =
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
<< −+

2
12

2
0

2
1 v

sn
vP , 

или 

γσ
γγ

=
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

<<
+−
2

1

2
02

2
1

2
0

v
sn

v
sn

P . 

Из последнего выражения получаем доверительный интервал для σ 2 : 

2
1

2
02

2
1

2
0

γγ
σ

+−
<<

v
sn

v
sn

. 

 

4.6 Доверительный интервал для дисперсии нормальной генеральной со-

вокупности при неизвестном математическом ожидании 

 

     Пусть имеется выборка  из генеральной совокупности , 

и требуется построить доверительный интервал для дисперсии 

nxxx ,...,, 21 ),( 2σaN

2σ  при условии, 

что математическое ожидание  неизвестно. a

     Для построения доверительного интервала воспользуемся статистикой (см. 

(4.4)) 

)1(12

2
−∈= nHsnw

σ
. 

Повторяя выкладки предыдущего раздела с заменой v  на , получим следую-

щий доверительный интервал: 

w
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2
1

2
2

2
1

2

γγ
σ

+−
<<

w
sn

w
sn , 

где 
2

1 γ−w , 
2

1 γ+w  – 
2

1100 γ− - и 
2

1100 γ+ -процентные отклонения распределения 

 соответственно. Графическая иллюстрация методики построения 

данного интервала та же, что и на рис. 4.2, с заменой 

)n(H 11 −

v  на . w

     Если воспользоваться соотношением n/s)n(s 22 1−= , то получим довери-

тельный интервал в виде 

2
1

2
2

2
1

2 11

γγ
σ

+−

−
<<

−
w

s)n(
w

s)n( . 

 

4.7 Доверительный интервал для вероятности случайного события 

 

     Пусть A  – случайное событие, имеющее вероятность p)A(P = . Выполним 

над этим событием  независимых испытаний Бернулли и зафиксируем число 

 появлений события 

n

m A  в  испытаниях. Построим по этим данным довери-

тельный интервал для вероятности 

n

p  события A . 

     Для построения доверительного интервала воспользуемся относительной 

частотой события 
n
mp =) , которая, в соответствии с теоремой Бернулли, являет-

ся несмещенной и состоятельной оценкой вероятности p  события A . На осно-

вании локальной предельной теоремы Муавра-Лапласа [14] при большом  

имеем 

n

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∈

n
pq,pNp) , 
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)1,0(Nn
pq

ppu ∈
−

=
)

. 

Статистика  пригодна для построения доверительного интервала. По изло-

женной в п. 4.2 методике можно получить следующие границы доверительного 

интервала: 

u

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+±+
+

−

−

−

−
2

2

2
1

2
1

2

2
1

2

2
1 42 n

u

n
qpu

n

u

p
un
n

γ

γ

γ

γ

))
) , 

где pq )) −=1 , 
2

1 γ−u  – 
2

1100 γ− -процентное отклонение распределения )1,0(N , 

определяемое по таблицам распределения )1,0(N  (см. таблицу 4.1 раздела 4.3). 

Знак минус в этой формуле соответствует нижнему доверительному пределу, а 

знак плюс – верхнему. 
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5 СТАТИСТИЧЕСКАЯ ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗ 

 

5.1 Понятие статистической гипотезы. Классификация гипотез 

 

     Статистической гипотезой называется любое непротиворечивое множество 

утверждений 

{ }110 ,...,, −= kHHHH  

относительно распределения генеральной совокупности. Такая гипотеза назы-

вается k -альтернативной. Каждое утверждение гипотезы , iH 1,0 −= ki , назы-

вается альтернативой k -альтернативной гипотезы или также гипотезой. 

     Проверить гипотезу – значит по выборке  из генеральной сово-

купности принять обоснованное решение о том, какая из альтернатив является 

истинной. 

nxxx ,...,, 21

     Если в результате проверки гипотезы какая-то из альтернатив принята, то 

другие альтернативы отклоняются, то есть считаются ложными. 

     Гипотеза проверяется на основе так называемого критерия проверки гипоте-

зы. Критерий – это правило, позволяющее принять или отклонить ту или иную 

альтернативу по имеющейся выборке. Обычно принимают или отклоняют ну-

левую гипотезу . 0H

     Альтернатива  называется параметрической, если она задает значение не-

которого параметра 

iH

θ  распределения. В противном случае она называется не-

параметрической. 

     Многоальтернативная гипотеза H  называется параметрической, если все ее 

альтернативы параметрические, и непараметрической, если хотя бы одна аль-

тернатива непараметрическая. 

     Альтернатива  называется простой, если она однозначно определяет рас-

пределение генеральной совокупности, и сложной в противном случае. 

iH
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     Многоальтернативная гипотеза H  называется простой, если все ее альтерна-

тивы простые, и сложной, если хотя бы одна из альтернатив сложная. 

     Приведем примеры гипотез с их классификацией. Пусть выборка извлекает-

ся из нормальной совокупности  и  – некоторые фиксиро-

ванные числа. Сформулируем следующие гипотезы: 

),( 2σaN 2
010 ,, σaa

 1.  }:;:{ 1100 aaHaaH == . 

Это двухальтернативная параметрическая простая гипотеза о параметре  нор-

мальной генеральной совокупности. 

a

 2.  }:;:{ 1100 aaHaaH ≠= . 

Это двухальтернативная параметрическая сложная гипотеза, так как  – 

cложная. 

1H

 3.  . }:;:{ 2
0

2
1

2
0

2
0 σσσσ >= HH

Это двухальтернативная параметрическая сложная гипотеза о параметре σ 2  

нормальной генеральной совокупности. 

 Пусть  – некоторая полностью известная плотность вероятности и 

 – плотность вероятности генеральной совокупности. Гипотеза вида 

)(0 xf

)(xfξ

 4.  )}()(:);()(:{ 0100 xfxfHxfxfH ≠= ξξ  

является двухальтернативной непараметрической сложной гипотезой – так на-

зываемой гипотезой о законе распределения. Здесь проверяется утверждение о 

том, что наша выборка извлечена из распределения . )

}

(0 xf

 

5.2 Критерий значимости 

 

     Пусть проверяется двухальтернативная сложная гипотеза , где  

– простая гипотеза, а  – сложная. Такая гипотеза проверяется с помощью так 

называемого критерия значимости. 

,{ 10 HH 0H

1H
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     В основе критерия значимости лежит некоторая скалярная статистика 

, которая представляет собой отклонение эмпирических (выбо-

рочных) данных от гипотетических. 

),...,( 1 nxxgg =

     Пусть )  – плотность вероятности статистики (xf g g . Эта плотность вероят-

ности предполагается известной (при условии, что  верна). Критерий значи-

мости имеет вид 

0H

αα => )|(| 2/ggP ,                                                  (5.1) 

или 

αα => )( ggP ,                                                        (5.2) 

или 

αα =< )( ggP ,                                                      (5.3) 

где α  – вероятность, которая выбирается из следующего набора малых чисел: 

. Событие, имеющее такую вероятность, можно считать 

практически невозможным, то есть не появляющимся в результате одного экс-

перимента. Величины ,  называются пределами значимости или крити-

ческими значениями, 

0,01} 0,025; 0,05; {0,1;

2/αg αg

α  – уровнем значимости. Области, определяемые усло-

виями , или , или 2/|| αgg > αgg > αgg < , называются критическими областя-

ми. Эти области отмечены на рис. 5.1 – 5.3 штриховкой.  

Критерий (5.1) называется двухсторонним или критерием с двухсторонней 

критической областью. Критерий (5.2) – правосторонний. Критерий (5.3) – ле-

восторонний. Гипотеза проверяется следующим образом. Выбирается уровень 

значимости α . По таблицам распределения статистики g  определяется предел 

значимости  или , в зависимости от вида критерия. Затем по имеющей-

ся выборке и формуле для статистики 

2/αg αg

g  подсчитывается эмпирическое значе-

ние статистики . Если окажется, что  для двухстороннего крите-

рия (5.1), или  для правостороннего критерия (5.2), или 

эg 2/|| αgg э >

αgg э > αgg э <  для ле-

востороннего критерия (5.3), то проверяемая гипотеза  отклоняется.  0H
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Рис. 5.1. Критические области для двухстороннего критерия значимости 

 

 
Рис. 5.2. Критическая область для правостороннего критерия значимости 
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Рис. 5.3. Критическая область для левостороннего критерия значимости 

 

Иначе говоря, если эмпирическое значение статистики  попадает в кри-

тическую область, то проверяемая гипотеза  отклоняется.  

эg

0H

Гипотеза  отклоняется в силу того, что имеется противоречие между ги-

потетическими и эмпирическими данными, которое проявилось в том, что про-

изошло событие, которое не должно было произойти в результате единичного 

эксперимента. 

0H

     Критерий значимости позволяет установить, значимо ли отклонение эмпи-

рических данных от гипотетических, то есть значимо ли значение статистики 

g . Отсюда происходит название критерия. 

     Отметим, что поскольку мы используем распределение статистики g  при 

условии, что  верна, то 0H α  представляет собой вероятность отклонения вер-

ной гипотезы  и называется также вероятностью ошибки 1-го рода. Вероят-

ность принятия верной гипотезы  равна 

0H

0H )1( α− . 
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5.3 Проверка гипотезы о законе распределения 

 

Пусть по выборке  из некоторой генеральной совокупности нужно 

проверить гипотезу о том, что генеральная совокупность имеет заданное рас-

пределение. Критерии для проверки такой гипотезы получили название крите-

риев согласия. 

nxx ,...,1

 

5.3.1 Критерий согласия хи-квадрат (Пирсона) 

 

Пусть )  – плотность вероятности генеральной совокупности, (xfξ

),...,,( 10 mxf θθ  – гипотетическая плотность вероятности, известная с точностью 

до  параметров m mθθ ,...,1 , причем  может быть равным нулю. Требуется 

проверить двухальтернативную непараметрическую сложную гипотезу  

m

{ ),,...,,()(: 100 mxfxfH θθξ =  ),...,,()(: 101 mxfxfH θ θ≠ }. ξ

Это гипотеза о том, что выборка извлечена из распределения ),...,,( 10 mxf θθ . 

Для проверки этой гипотезы критерием  множество возможных значений 

случайной величины 

χ 2

ξ  разбивается на l  интервалов iΔ  и подсчитывается ко-

личество выборочных значений , попавших в каждый интервал (как при по-

строении гистрограммы). Для проверки гипотезы используется статистика 

im

∑
=

−
=

l

i i

ii

pn
pnm

v
1

2)(
)

)
,                                              (5.4) 

где ip)  – гипотетическая вероятность попадания случайной величины ξ  в i-й 

интервал. Она определяется по формуле 

∫
Δ

=
i

dx),...,,x(fp mi θθ
)))

10 . 
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Интегрирование в этой формуле осуществляется по i-му интервалу iΔ . Здесь 

),...,,( 10 mxf θθ
))

 – гипотетическая плотность вероятности, в которую вместо не-

известных параметров подставлены их МП-оценки mθθ
))

,...,1 . 

     В случае истинности гипотезы  статистика (5.4) имеет распределение, ко-

торое при 

0H

∞→n  приближается к распределению  (хи-квадрат с )1(1 −− mlH

)1( −− ml  степенями свободы). 

     Критерий значимости для проверки этой гипотезы – это правосторонний 

критерий вида  

αα => )( vvP , 

где  – αv α100 -процентное отклонение распределения . )1(1 −− mlH

     Если гипотетическая плотность вероятности известна полностью, то необхо-

димо считать 0=m , то есть пользоваться таблицами распределения )1(1 −lH . 

 

5.3.2 Критерий согласия λ  (Колмогорова) 

 

     Проверяется гипотеза 

)()(: 00 xFxFH =ξ  

против альтернативы 

)()(: 01 xFxFH ≠ξ , 

где )  – функция распределения генеральной совокупности,  – непре-

рывная гипотетическая функция распределения (полностью известная функ-

ция). 

(xFξ )(0 xF

     Для проверки гипотезы используется статистика 

nΔ=λ ,                                                      (5.5) 

где 

|)()(|max 0 xFxF
x

∗−=Δ ξ  –  
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максимальный модуль отклонения гипотетической функции распределения 

 от эмпирической функции распределения )(0 xF )(xF ∗
ξ . 

     Если гипотеза  верна, то статистика 0H λ  (5.5) имеет распределение, при-

ближающееся при  к распределению Колмогорова. Критерий для про-

верки гипотезы имеет следующий вид: 

∞→n

αλλ α => )(P , 

где αλα 100− -процентное отклонение распределения Колмогорова (табл. 5.1). 

 

Таблица 5.1 

Процентные отклонения распределения Колмогорова, αλλ α => )(P  

α  0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 

αλ  1.627 1.520 1.45 1.40 1.358 

 

 

5.3.3 Критерий согласия 2ω  (Мизеса-Смирнова) 

 

     Проверяется двухальтернативная гипотеза 

{ })x(F)x(F:H);x(F)x(F:H 0100 ≠= ξξ . 

Количественной мерой отклонения эмпирических данных от гипотетических 

служит величина [2, 15] 

( )∫
∞

∞−

∗ −= )x(dF)x(F)x(F 0
2

0
2

ξω ,                                    (5.6) 

где  – эмпирическая функция распределения. Получим выражение для 

численного расчета статистики 

)x(F∗
ξ

2ω  в предположении, что гипотетическая 

функция распределения  непрерывна и существует производная )x(F0 )x(F0′  
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(плотность вероятности). Учитывая выражение (1.2) для эмпирической функ-

ции распределения, разобьем действительную прямую на интервалы 

)x,( )(1−∞ , , …, , , )x,x[ )()( 21 )x,x[ )n()n( 1− ),x[ )n( +∞

где  – порядковая статистика, и вычислим интеграл (5.6) по этим интерва-

лам. Получим 

)(kx

( ) ( ) =−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= ∫∑ ∫∫

∞−

=∞−

+

)n(

)k(

)k(

)(

x

n

k

x

x

x

)x(dF)x(F)x(dF)x(F
n
k)x(dF)x(F 0

2
0

1

1
0

2

00
2

0
2 1

11

ω  

( ) ( ) ( )
=

−
−

−
+=

∞
−

=∞−

∑
+

)n(

)k(

)k(

)(

x
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x

x

x
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Легко заметить, что первое слагаемое в последнем выражении можно включить 

в первую сумму, а последнее слагаемое – во вторую сумму, то есть записать 

( ) ( )
∑∑
=

−

=

+ −
−

−
=

n

k

)k(n

q

)q( n/k)x(Fn/q)x(F

1

3
01

0

3
102

33
ω . 

Если ввести в первой сумме новую переменную суммирования 1+= qk , то по-

лучим 

( ) ( )
∑∑
==

−
−

−−
=

n

k

)k(n

k

)k( n/k)x(Fn/)k()x(F

1

3
0

1

3
02

33
1

ω . 

Обозначив , будем иметь n/k)x(FV )k( −= 0

( ) ( )
=
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+
= ∑∑∑
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n

k

n

k

n

k

Vn/VVn/V
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33
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3
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k nn
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n
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1

322

3
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3
133 . 

Дополняя выражение под знаком суммы до полного квадрата по V , получим 
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∑∑
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Поскольку 

n
k)x(F

nn
k)x(F

n
V )k()k( 2

12
2
1

2
1

00
−

−=+−=+ , 

то окончательно будем иметь 

∑
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−+=
n

k
)k( n

k)x(F
nn 1

2
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2

2
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1ω . 

Статистика критерия 2ω  имеет вид 

∑
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−+==
n

k
)k( n

k)x(F
n

nz
1

2

0
2

2
12

12
1ω .                                 (5.7) 

Для статистики  (5.7) при z ∞→n  существует предельное распределение, для 

которого составлены таблицы процентных отклонений (табл. 5.2). Критерий 2ω  

является правосторонним: 

αα => )( zzP . 

 

Таблица 5.2. 

Процентные отклонения предельного распределения статистики , z

αα => )( zzP  

α  0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 

αz  0.74 0.62 0.55 0.50 0.46 
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5.4 Проверка гипотез о параметрах распределений 

 

5.4.1 Проверка гипотезы о математическом ожидании нормальной гене-

ральной совокупности при известной дисперсии 

 

     Имеется выборка  из нормального распределения , при-

чем дисперсия 

nxxx ,...,, 21 ),( 2σaN

2σ  известна, и нужно проверить гипотезу о математическом 

ожидании , где  – известное число. 00 : aaH = 0a

     Для проверки гипотезы используется статистика 

naxu
σ
−

= . 

Если  верна, то есть 0H 0aa = , то )1,0(Nu∈ . Для проверки гипотезы вида 

 используется двухсторонний критерий значимости }:;:{ 0100 aaHaaH ≠=

αα => )|(| 2/uuP  (рис. 5.1), гипотезы }:;:{ 0100 aaHaaH >=  – правосторон-

ний критерий αα => )( uuP  (рис. 5.2), гипотезы }:;:{ 0100 aaHaaH <=  – ле-

восторонний критерий αα =< )( uuP  (рис. 5.3). Здесь  – αu α100 -процентное 

отклонение распределения )1,0(N ,  – 2/αu
2

100α -процентное отклонение рас-

пределения )1,0(N  (таблица 4.1 раздела 4.3). 

 

5.4.2 Проверка гипотезы о математическом ожидании нормальной гене-

ральной совокупности при неизвестной дисперсии 

 

     Имеется выборка  из нормального распределения , при-

чем дисперсия 

nxxx ,...,, 21 ),( 2σaN

2σ  неизвестна, и нужно проверить гипотезу о математическом 

ожидании , где  – известное число. 00 : aaH = 0a
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     Для проверки гипотезы используется статистика 

n
s

axn
s

axt −
=−

−
= 1 . 

Если  верна, то 0H )n(Tt 11 −∈ . Для проверки гипотезы 

 применяется двухсторонний критерий значимости }:;:{ 0100 aaHaaH ≠=

αα => )|(| 2/ttP  (рис. 5.1), гипотезы }:;:{ 0100 aaHaaH >=  – правосторонний 

критерий αα => )( ttP  (рис. 5.2), гипотезы }:;:{ 0100 aaHaaH <=  – левосто-

ронний критерий αα =< )( ttP  (рис. 5.3). Здесь  – αt α100 -процентное отклоне-

ние распределения ,  – )n(T 11 − 2/αt 2
100α -процентное отклонение распределе-

ния . )n(T 11 −

 

5.4.3 Проверка гипотезы о дисперсии нормальной генеральной совокупно-

сти при известном математическом ожидании 

 

     Выборка  извлечена из распределения , математическое 

ожидание  известно, и нужно проверить гипотезу о дисперсии , 

где  – известное число.  

nxxx ,...,, 21 ),( 2σaN

a 2
0

2
0 : σσ =H

2
0σ

      Для проверки гипотезы используется статистика 

2

2
0

σ
sn

v = . 

Если  верна, то 0H )n(Hv 1∈ . Для проверки гипотезы 

 применяется двухсторонний критерий значимо-

сти, который в силу асимметрии распределения  имеет вид  

;:{ 2
0

2
0 σσ =H }: 2

0
2

1 σσ ≠H

)n(H1
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=<
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− .
2
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,
2
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2/)2(

2/

α

α

α

α

vvP

vvP
 

Критическая область критерия отмечена штриховкой на рис. 5.4. Величины 
2
αv , 

2
)2( α−v  – 

2
100α - и 

2
2100 α− -процентные отклонения распределения . )n(H1

     Для проверки гипотезы ;  используется право-

сторонний критерий 

2
0

2
0 :{ σσ =H }: 2

0
2

1 σσ >H

αα => )( vvP , гипотезы ;  – 

левосторонний критерий 

2
0

2
0 :{ σσ =H }: 2

0
2

1 σσ <H

αα =< )( vvP ,  

 
Рис. 5.4. Критическая область для гипотезы о дисперсии нормальной генераль-

ной совокупности 
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5.4.4 Проверка гипотезы о дисперсии нормальной генеральной совокупно-

сти при неизвестном математическом ожидании 

 

     Выборка  извлечена из распределения ) , математическое 

ожидание  неизвестно, и нужно проверить гипотезу о дисперсии 

, где  – известное число. 

nxxx ,...,, 21 ,( 2σaN

a
2
0

2
0 : σσ =H 2

0σ

     Для проверки гипотезы используется статистика 

2

2

2

2 1
σσ

s)n(snw −
== . 

Если  верна, то 0H )n(Hv 11 −∈ . Для проверки гипотезы  

 применяется двухсторонний критерий значимости, который в 

силу асимметрии распределения 

;:{ 2
0

2
0 σσ =H

}: 2
0

2
1 σσ ≠H

)n(H 11 −  имеет вид 

⎩
⎨
⎧

=<
=>

− .2/)(
,2/)(

2/)2(

2/

α
α

α

α

wwP
wwP

 

Иллюстрация данного критерия та же, что и на рис. 5.4, с заменой v  на . Ве-

личины ,  – 

w

2/αw 2/)2( α−w
2

100α - и 
2

2100 α− -процентные отклонения распреде-

ления . )n(H 11 −

     Для проверки гипотезы ;  используется право-

сторонний критерий 

2
0

2
0 :{ σσ =H }: 2

0
2

1 σσ >H

αα => )( wwP , гипотезы ;  – 

левосторонний критерий 

2
0

2
0 :{ σσ =H }: 2

0
2

1 σσ <H

αα =< )( wwP . 
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5.4.5 Проверка гипотезы о равенстве математических ожиданий двух нор-

мальных генеральных совокупностей при неизвестных, но равных диспер-

сиях 

 

     Имеются две выборки разных объемов  и  из двух нормаль-

ных генеральных совокупностей  и )  соответственно, в 

предположении, что дисперсии генеральных совокупностей равны между со-

бой, но неизвестны. Требуется проверить гипотезу о том, что математические 

ожидания этих распределений равны, то есть проверить двухальтернативную 

параметрическую сложную гипотезу 

mxx ,...,1 nyy ,...,1

),( 2
1 σaN ,( 2

2 σaN

{ }211210 aa:H;aa:H ≠= . 

     Для решения этой задачи рассмотрим t -критерий Стьюдента, который осно-

ван на сравнении выборочных средних. Пусть ∑
=

=
m

i
ix

m
x

1

1  – выборочное сред-

нее первой генеральной совокупности, ∑
=

=
n

i
iy

n
y

1

1  – выборочное среднее вто-

рой генеральной совокупности. Как известно, 

),(
2

1 m
aNx σ

∈ , ),(
2

2 n
aNy σ

∈ . 

Тогда 

),(
22

21 nm
aaNyxz σσ

+−∈−= . 

Если проверяемая гипотеза  верна, то есть 0H 21 aa = , то 

))(,0(
2

mn
nmNz +

∈
σ  

и 

)1,0()(
)(

N
nm
mnyx

zD
zu ∈

+
−

==
σ

. 
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Поскольку σ  в данном выражении неизвестна, статистика  неприменима для 

проверки гипотезы, и мы продолжим поиск подходящей для этого статистики. 

Мы знаем, что 

u

)m(H
sm

v x
x 112

2
−∈=

σ
,               )n(H

sn
v y

y 112

2

−∈=
σ

. 

Тогда статистика 

)nm(H
snsm

vvv yx
yx 212

22

−+∈
+

=+=
σ

. 

Отметим, что v  не зависит от u , поскольку  и  не зависят от . Тогда ста-

тистика 

xv yv u

)nm(Tnm
v

ut 22 1 −+∈−+= . 

Подставляя сюда выражения для u  и v , получим 

)nm(T
snsmnm

)nm(mn)yx(
t

yx

2
2

122
−+∈

++

−+−
= .                    (5.8) 

Статистика t  не содержит неизвестных параметров и известен ее закон распре-

деления. Следовательно, она пригодна для проверки сформулированной гипо-

тезы. Гипотеза проверяется следующим образом. Задавшись уравнением значи-

мости α , по таблице процентных отклонений распределения )nm(T 21 −+  на-

ходим величину , удовлетворяющую равенству 2/αt αα => )( 2/ttp . Затем на-

ходим эмпирическое значение статистики  по формуле (5.8). Если окажется, 

что 

эt

2/αttэ > , то гипотеза  отклоняется в пользу гипотезы . 0H 1H

 

5.4.6 Проверка гипотезы о равенстве дисперсий двух нормальных гене-

ральных совокупностей 
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     Имеются две выборки разных объемов  и  из двух нормаль-

ных генеральных совокупностей  и  соответственно, в ус-

ловиях, когда все параметры неизвестны. Требуется проверить гипотезу о том, 

что дисперсии этих распределений равны, то есть проверить двухальтернатив-

ную параметрическую гипотезу 

mxx ,...,1 nyy ,...,1

),( 2
11 σaN ),( 2

22 σaN

{ }10 H,H , где 

2
2

2
10 : σσ =H . 

       Для проверки этой гипотезы используется статистика 

2

2

y

x

s
s

f = ,  

где  – несмещенные выборочные дисперсии 22 , yx ss

∑
=

−
−

=
m

i
ix xx

m
s

1

22 )(
1

1 , 

∑
=

−
−

=
n

i
iy yy

n
s

1

22 )(
1

1 . 

Легко показать, что если  верна, то 0H )n,m(Ff 111 −−∈ . Действительно, по-

скольку 

)1(
)1(

12
1

2
−∈

−
= mH

sm
v x

σ
, )1(

)1(
12

2

2

−∈
−

= nH
sn

w y

σ
, 

и , то 2
2

2
1 σσ =

)1,1(
1

:
1 12

2
−−∈=

−−
= nmF

s
s

n
w

m
vf

y

x . 

Для проверки гипотезы  используется двухсто-

ронний критерий 

}:;:{ 2
2

2
11

2
2

2
10 σσσσ ≠= HH

2
)(

2

α
α => ffP , 
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2
)(

2
2

α
α =< −ffP . 

Для проверки гипотезы  используется правосто-

ронний критерий 

}:;:{ 2
2

2
11

2
2

2
10 σσσσ >= HH

αα => )( ffP , а гипотезы  – 

левосторонний критерий 

}:H;:H{ 2
2

2
11

2
2

2
10 σσσσ <=

αα =< )( ffP . 

 

5.5 Критерий Неймана-Пирсона 

 

     Будем рассматривать двухальтернативную гипотезу . Пусть }H,H{ 10 S  – 

пространство выборок . Проверка сформулированной гипоте-

зы сводится к разбиению пространства выборок 

)x,...,x,x(X n21=

S  на две области  и . Ес-

ли конкретная выборка 

0G 1G

)x,...,x,x(X n21=  попадает в область , то принима-

ется гипотеза , и принимается гипотеза  в противном случае. При выне-

сении решения возможны следующие ошибки: ошибка первого рода, когда ги-

потеза  верна, но отклоняется, и ошибка второго рода, когда гипотеза  

не верна, но принимается. 

0G

0H 1H

0H 0H

     Задача проверки двухальтернативной гипотезы актуальна в радиолокации 

при обнаружении воздушных целей, когда гипотеза  – цель есть, а гипотеза 

 – цели нет. В этом случае ошибка первого рода называется ошибкой ложно-

го отбоя, а ошибка второго рода – ошибкой ложной тревоги. 

0H

1H

     Пусть α  и β  – вероятности ошибок первого и второго рода соответственно, 

а ,  – плотности вероятности выборки при условии ис-

тинности гипотез  и  соответственно. Тогда эти вероятности определяют-

ся формулами 

)H/X(f 0 )H/X(f 1

0H 1H

∫=∈=
1

001
G

dX)H/X(f)H/GX(Pα , 
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∫=∈=
0

110
G

dX)H/X(f)H/GX(Pβ . 

Величина βγ −=1  называется мощностью критерия, соответствующего раз-

биению , . Она представляет собой вероятность отклонить неверную ги-

потезу и определяется формулой 

0G 1G

∫=∈=−=
1

1111
G

dX)H/X(f)H/GX(Pβγ . 

Иллюстрация вероятностей ошибок первого и второго рода и мощности крите-

рия для одномерного пространства выборок 1RS =  приведена на рис. 5.5. 

 

 
Рис. 5.5 Иллюстрация вероятностей ошибок первого и второго рода 

 

При проверке двухальтернативной гипотезы критерием значимости мы задаем 

малую вероятность ошибки первого рода (уровень значимости α , см. раздел 

5.2), и не контролируем вероятность ошибки второго рода. Вместе с тем неже-

лательными являются ошибки как первого, так и второго рода. Нейман и Пир-
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сон предложили подход к проверке гипотезы, согласно которому задается неко-

торая малая вероятность ошибки первого рода и минимизируется вероятность 

ошибки второго рода (максимизируется мощность критерия). При таком подхо-

де решается следующая оптимизационная задача: 

constdX)H/X(f
G

==∫ α
1

0 , 

maxdX)H/X(f
G

→= ∫
1

1γ . 

Критерий проверки гипотезы, получаемый в результате решения этой задачи, 

называется (и является) наиболее мощным по сравнению с другими критерия-

ми. Решение этой задачи для двухальтернативной простой гипотезы дается сле-

дующей леммой. 

     Лемма (Неймана-Пирсона) [15]. Пусть G  – область пространства выборок S  

такая, что  

α=∫
G

dX)H/X(f 0 ,                                            (5.9) 

и существует постоянная k  такая, что для области , внутри которой 1G

)H/X(kf)H/X(f 01 ≥                                         (5.10) 

и вне которой , выполняется условие (5.9), т.е. )H/X(kf)H/X(f 01 ≤

α== ∫∫
1

00
GG

dX)H/X(fdX)H/X(f .                           (5.11) 

Тогда 

∫∫ ≥
GG

dX)H/X(fdX)H/X(f 11
1

.                           (5.12) 

     Для доказательства обозначим общую часть областей G  и  как . Вы-

читая из обеих частей равенства (5.11) интеграл по общей области, получим 

1G 1GG

∫∫
−−

=
111

00
GGGGGG

dX)H/X(fdX)H/X(f .                           (5.13) 

Рассмотрим теперь разность 
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∫∫ −
GG

dX)H/X(fdX)H/X(f 11
1

. 

Прибавляя и вычитая здесь интеграл по общей области, получим 

≥−=− ∫∫∫∫
−− 1111

1111
GGGGGGGG

dX)H/X(fdX)H/X(fdX)H/X(fdX)H/X(f  

∫∫
−−

−≥
111

00
GGGGGG

dX)H/X(kfdX)H/X(kf . 

Неравенство здесь записано на основании (5.10). На основании равенства (5.11) 

последняя разность здесь равна нулю, и мы получаем (5.12). Лемма доказана. 

     Таким образом, в лемме Фишера доказано, что оптимальной областью  

является область 

1G

)}H/X(kf)H/X(f:X{ 01 ≥ ,                                   (5.14) 

поскольку, в соответствии с (5.12), мощность критерия для этой области боль-

ше мощности для любой другой области G , удовлетворяющей условию (5.11). 

     Критерий (5.14) мы можем записать в виде критерия значимости 

α=≥ )H/k)X(l(P 0 ,                                        (5.15) 

где статистика )X(l  определяется выражением 

)H/X(f
)H/X(f

)X(l
0

1=  

и называется отношением правдоподобия. Критерий (5.15) называется критери-

ем Неймана-Пирсона для проверки двухальтернативной простой гипотезы. Для 

проверки гипотезы необходимо получить распределение статистики )X(l  при 

условии истинности гипотезы  и найти предел значимости 0H k  для этой стати-

стики по таблице процентных отклонений распределения статистики )X(l  на 

уровне значимости α . Если эмпирическое значение  статистики удовле-

творяет неравенству , то гипотеза  отклоняется. 

)X(lэ

k)X(lэ ≥ 0H
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     Вместо отношения правдоподобия можно использовать логарифмическое 

отношение правдоподобия, поскольку если α=≥ )H/k)X(l(P 0 , то и 

α=′≥ )H/k)X(l(lnP 0 , где k ′  – некоторый новый порог. 

     Пример 5.1. Проверим гипотезу }aa:H;aa:H{ 1100 ==  о математическом 

ожидании  нормальной генеральной совокупности  при известной 

дисперсии 

a ),a(N 2σ

2σ  критерием Неймана-Пирсона, где ,  – некоторые числа. 

Воспользуемся логарифмическим отношением правдоподобия. Поскольку 

0a 1a

2

2

2
)(

2
2

2

1),,( σ
ξ

πσ
σ

ax

eaxf
−

−
=  

(см. пример 2.3 раздела 2.2), то 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−= ∑

=

n

in
)ax(exp

)(
)H/X(f

1

2
0220

2
1
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1
σπσ
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=−+−−= ∑∑∑
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2
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1
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1
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1
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1
σσσσ

)aa(n
x

aa
)ax()ax()X(lln

n

i
i

n

i
i

n

i
i  

2

2
0

2
1

2
01

2σσ
)aa(n

x
)aa(n −

−
−

= , 

где n/)x(x
n

i
i∑

=
=

1

2 . Вместо критерия α=′≥ )H/k)X(l(lnP 0  мы можем ис-

пользовать критерий 

α=′′≥ )H/kx(P 0 , 

где 

)aa(n
k)aa(

k
01

2
10

2 −
′

+
+

=′′
σ . 

Поскольку статистика x  при условии истинности гипотезы  имеет нормаль-

ное распределение 

0H

)
n

,a(N
2

0
σ  (см. раздел (3.4)), то для определения предела 

значимости k ′′  необходимо пользоваться таблицами этого распределения. Так 
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как обычно составляются таблицы для распределения ),(N 10 , то целесообразно 

перейти к статистике n
ax

u
σ

0−
= , имеющей распределение ),(N 10 , и исполь-

зовать критерий  

α=≥ )hu(P , 

где α
σ u
n

ah += 0  и  – αu α100 -процентное отклонение распределения ),(N 10  

(таблица 4.1 раздела 4.3). 

 

5.6 Непараметрические критерии проверки гипотез 

 

Гипотезы, при определении которых не указываются значения парамет-

ров, называются непараметрическими. Критерии для проверки таких гипотез 

также называются непараметрическими. В данном разделе рассмотрим некото-

рые из таких критериев. 

 

5.6.1 Критерий квантилей 

 

     Этот критерий применяется для проверки гипотезы о том, что выборка 

 извлечена из совокупности с функцией распределения , квантиль 

 порядка 

nxx ,...,1 )x(Fξ

px p  которой имеет значение  [18]. Напомним, что квантилью по-

рядка 

*px

p  распределения  называется величина , определяемая форму-

лой 

)x(Fξ px

p)x(F)x(P pp ==< ξξ . 

     Опишем гипотезу более аккуратно. Пусть  – класс (множество) функций 

распределения, для которых  есть квантиль порядка 

*pG

px *p , , а *pp xx = G  – 
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класс всех возможных функций распределения. Будем проверять двухальтерна-

тивную гипотезу  

{ }*p*p G\G)x(F:HG)x(F:H ∈∈ 10 . 

     Критерий для проверки этой гипотезы строится следующим образом. Обо-

значим событие }x{A p<= ξ , имеющее вероятность p . Пусть η  – число появ-

лений события A  в  независимых испытаниях. Если выборка объема  извле-

чена из распределения, принадлежащего классу  (то есть если гипотеза  

верна), то случайная величина 

n n

*pG 0H

η  имеет биномиальное распределение с числом 

испытаний  и вероятностью успеха в одном испытании n p . Вероятность, что в 

промежутке  будет ровно )x,( p−∞ r  значений этой величины, определяется 

формулой Бернулли: 
rnrr

n )p(pC}r{P −−== 1η . 

Для заданной малой вероятности α  определяется двухсторонняя критическая 

область следующими условиями: 

2
1

2

0
2

αη
α

α =−=≤ ∑
=

−/r

i

inii
n/ )p(pC)r(P ,                                  (5.16) 

2
1

2

2
αη

α

α =−=′≥ ∑
=

−
n

'ri

inii
n/

/

)p(pC)r(P .                                   (5.17) 

Ввиду целочисленности случайной величины η  равенства (5.16), (5.17) могут 

не выполняться. Поэтому нижнее критическое значение  определяется как 

наибольшее целое 

2/rα

x , для которого 

2
1

0

αη ≤−=≤ ∑
=

−
x

i

inii
n )p(pC)x(P ,                                    (5.18) 

а верхнее критическое значение 2/rα′  – как наименьшее целое y , для которого 

2
1 αη ≤−=≥ ∑

=

−
n

yi

inii
n )p(pC)y(P .                                   (5.19) 
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При выбранном α  по таблицам биномиального распределения находятся числа 

 и , удовлетворяющие условиям (5.18), (5.19). Подсчитывается число 

выборочных значений , лежащих в промежутке 

2/rα 2/rα′

эr )x,( *p−∞ . Гипотеза  от-

клоняется, если , или 

0H

2/э rr α≤ 2/э rr α′≥ . 

     Если критическую область определить условием 

αη α =≤ )r(P , 

то будем иметь левосторонний критерий. При определении критической облас-

ти условием 

αη α =′≥ )r(P  

будем иметь правосторонний критерий. Для левостороннего (правостороннего) 

критерия альтернатива проверяемой гипотезе будет иметь вид  

( ). 

*pp xx >

*pp xx <

     Таблицы сумм (5.18), (5.19) для определения критической области приведе-

ны в [22]. Расчет критических значений можно организовать на компьютере с 

использованием алгоритмов (5.18), (5.19). 

 

5.6.2 Критерий знаков 

 

     Критерий знаков является частным случаем рассмотренного в предыдущем 

разделе критерия квантилей. Этот критерий применяется для проверки гипоте-

зы о том, что выборка  извлечена из совокупности с функцией распре-

деления , квантиль порядка  которой равна нулю, то есть 

nxx ,...,1

)x(Fξ 50, 050 =,x . 

     Если обозначить  – класс (множество) функций распределения, для ко-

торых  есть квантиль порядка , 

∗pG

px 50, 50,x p = , и 050 =,x , а G  – класс всех воз-

можных функций распределения, то проверяется двухальтернативная гипотеза 
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{ }∗∗ ∈∈ pp G\G)x(F:H;G)x(F:H 10 . 

     Обычно важен случай, когда выборочные значения  являются разно-

стями между независимыми парами наблюдений некоторой случайной величи-

ны, , 

nxx ,...,1

iii vux −= n,i 1= , причем одно наблюдение  осуществляется при одном 

условии 

iu

A , а другое  – при другом условии iv B . При этом проверяется гипоте-

за, что медиана равна нулю, 050 == mx , , то есть что условия A  и B  дают один 

и тот же эффект. 

     Критерий знаков состоит в следующем. Подсчитывают число значений , 

меньших нуля, и больших нуля (разности 

ix

ii vu −  имеют знак "+" или "-"). Учи-

тывают число случаев реже встречающегося знака. Пусть это число эr=η , а 

 – число случаев чаще встречающегося знака. Если проверяемая гипотеза 

 верна, случайная величина 

эrn −

0H η  распределена по биномиальному закону 

).,n(Bi 50 , так что по формуле Бернулли 

nr
n ,C}r{P 50==η . 

Двухсторонняя критическая область задается условиями 

2
50

2

0
2

αη
α

α ==≤ ∑
=

/r

i

i
n

n
/ C,)r(P ,                                  (5.20) 

2
50

2

2
αη

α

α ==′≥ ∑
=

n

'ri

i
n

n
/

/

C,)r(P ,                                   (5.21) 

причем 

nrr // =′+ − 212 αα . 

Поскольку случайная величина η  принимает целочисленные значения и равен-

ства в (5.20), (5.21) могут не выполняться, то нижнее критическое значение 

 определяется как целочисленное решение относительно 2/rα x  неравенств 

2
50

0

α
≤∑

=

x

i

i
n

n C, , 
2

50
1

0

α
>∑

+

=

x

i

i
n

n C, .                                  (5.22) 
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Соответственно, верхнее критическое значение 2/rα′  определяется как целочис-

ленное решение относительно y  неравенств 

2
50

1

α
≥∑

+=

n

yi

i
n

n C, , 
2

50 α
<∑

=

n

yi

i
n

n C, .                                  (5.23) 

Расчет критических значений , 2/rα 2/rα′  можно организовать на компьютере по 

алгоритмам (5.22), (5.23). В работах [2, 16] имеются таблицы для определения 

критических значений. Однако описание этих таблиц требует дополнительных 

выкладок и здесь не приводится. Гипотеза  отклоняется, если 0H 2/э rr α< , или 

. Если используется левосторонний критерий 2/э rr α′<

αη
α

α ==≤ ∑
=

r

i

i
n

n C,)r(P
0

50 , 

то альтернатива состоит в том, что медиана меньше нуля, и гипотеза  откло-

няется при . Если используется правосторонний критерий 

0H

αrrэ <

αη
α

α ==′≥ ∑
′

n

r

i
n

n C,)r(P 50 , 

то альтернатива состоит в том, что медиана больше нуля, и гипотеза  откло-

няется при . 

0H

αrrэ ′>

     При больших  статистика n η  распределена асимптотически нормально 

)/n,/n(N 42 , и для расчета критических значений можно пользоваться табли-

цами нормального распределения. 

 

5.6.3 Критерий Уилкоксона 

 

     Критерий Уилкоксона – это критерий однородности двух выборок  

и . Элементы выборок предполагаются взаимно независимыми с не-

nx...,,x1

my...,,y1
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прерывными функциями распределения  и  соответственно. Прове-

ряется гипотеза 

)x(F1 )x(F2

)x(F)x(F:H 210 = . 

При проверке гипотезы критерием Уилкоксона полученные  наблюдений 

записываются в порядке возрастания значений, независимо от их принадлежно-

сти к той или иной выборке. В результате получается некоторый ряд, содержа-

щий  величин 

mn +

n x  и  величин m y , перемешанных между собой. Критерий 

Уилкоксона основан на ранговой статистике 

∑
=

=
m

j
j )r(sW

1
,                                                    (5.24) 

где  – ранги (номера) чисел  в общем вариационном ряду  и , а функ-

ция 

jr jy ix jy

)r(s , mn,...,,r += 21 , определяется заранее фиксированной подстановкой 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
)mn(s),...,(s),(s

mn...,,,
21

21
,                                             (5.25) 

где )(s 1 , )(s 2 , …, )mn(s +  – одна из возможных перестановок чисел 

. Выбор подстановки (5.25) осуществляется так, чтобы мощность 

критерия для заданной альтернативы  была наибольшей. Распределение ста-

тистики W  (5.24) зависит лишь от объема выборок и не зависит от выбора под-

становки (если справедлива гипотеза ). Математическое ожидание и диспер-

сия статистики W  определяются выражениями 

mn,...,, +21

1H

0H

2
1)nm(m)W(E ++

= , 
12

1)nm(mn)W(D ++
= .                       (5.26) 

     Если проверяемая гипотеза  верна, то можно получить закон распределе-

ния статистики . Нижнее критическое значение  критерия Уилкоксона 

определяется как целочисленное решение относительно 

0H

W 2/wα

x  неравенств 

2/}xP{W α≤< , 21 /}xW{p α>+< . 
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Так как распределение статистики  симметрично относительно математиче-

ского ожидания, то верхнее критическое значение  связано с нижним 

 соотношением 

W

2/wα′

2/wα

222 12 /// w)nm(mw)W(Ew ααα −++=−=′ .                  (5.27) 

Пара чисел  и  определяет критические значения двухстороннего 

критерия Уилкоксона с уровнем значения 

2/wα 2/wα′

α . 

Таблица для определения нижних критических значений  приведена 

в [2] для 

2/wα

251,n,m = . Верхние критические значения находятся по формуле 

(5.27). 

Если  и , то случайная величина  распределена асимпто-

тически нормально с параметрами (5.26). 

∞→m ∞→n W

     Вариант критерия рассмотренного типа предложен впервые Ф. Уилкоксоном 

для выборок равного объема и был основан на статистике (5.24) с функцией 

r)r(s = . Критерий с такой функцией r)r(s =  целесообразно использовать при 

альтернативах  вида 1H )x(F)x(F 21 <  или  при всех действи-

тельных 

)x(F)x(F 21 >

x . 

 

5.6.4 Критерий Манна-Уитни 

 

     Критерий Манна-Уитни – статистический критерий для проверки гипотезы 

 об однородности двух выборок  и , все  элементов 

которых взаимно независимы и подчиняются непрерывным распределениям 

 и  соответственно. Проверяемая гипотеза записывается в виде 

0H nx...,,x1 my...,,y1 mn +

)x(F1 )x(F2

)x(F)x(F:H 210 = . 

Критерий основан на статистике 

∑∑
= =

=
n

i

m

j
j,iU

1 1
δ , 
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где 

⎩
⎨
⎧ <

=
.иначе,
,yx, ji

j,i 0
1

δ  

Эта статистика представляет собой общее число случаев, когда элементы вы-

борки  предшествуют элементам выборки  в общем вариаци-

онном ряду. Доказано, что если  верна, то 

nx...,,x1 my...,,y1

0H

2
mn)U(E = , 

12
1)nm(mn)U(D ++

= .                        (5.28) 

Критерий Манна-Уитни является односторонним. Нижнее критическое значе-

ние  определяется как наибольшее целое αu x , для которого 

α≤≤ }xU{P . 

Манном и Уитни были рассчитаны вероятности значений статистики U  для 

 (при условии истинности гипотезы ), позволяющие определить 

нижнее критическое значение . Эти таблицы приведены в книге Химмельб-

лау [22]. 

81 ≤≤≤ nm 0H

αu

     При ,  статистика ∞→m ∞→n U  асимптотически нормальна с параметрами 

(5.28). Таблицами нормального распределения можно пользоваться при 

25>}n,mmin{ . 

 

5.6.5 Критерий Ван-дер-Вардена 

 

     Критерий Ван-дер-Вардена [5] применяется для проверки однородности 

двух выборок против их различия в положениях. Точнее, альтернативой гипо-

тезе об однородности 

)x(F)x(F:H 210 =  
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двух непрерывных генеральных совокупностей , , представленных 

независимыми выборками  и  служит  различие их по-

ложений при постоянстве формы (альтернатива сдвига). 

)x(F1 )x(F2

nx,...,x,x 21 my,...,y,y 21

     Статистика X  критерия Вар-дер-Вардена представляет собой сумму  

∑
=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

Ψ=
m

i

i

N
)r(s

X
1 1

,                                                    (5.29) 

где – ранг (номер) значения  в общем упорядоченном ряду (предполагается, 

что ), 

ir iy

nm ≤ nmN +=  – общий объем выборки, функция )r(s  определяется за-

ранее фиксированной подстановкой (5.25), и )p(Ψ  – функция квантилей рас-

пределения ),(N 10 . Функция )p(Ψ  – это функция, обратная функции Лапласа 

)(xΦ , 

dzex
x z

∫
∞−

−
=Φ 2

2

2
1)(
π

. 

Если )x(p Φ= , p  – вероятность, x  – значение случайной величины, то 

)p(x Ψ= , или, иначе, p))p(( =ΨΦ . Функция )p(Ψ  удовлетворяет условию 

)1()( pp −Ψ−=Ψ .  

     Если проверяемая гипотеза  верна, то распределение статистики  (5.29) 

зависит только от  и n .  

0H X

m

     Нижнее и верхнее критические значения для односторонних критериев оп-

ределяются уравнениями 

αα =< )xX(P , 

αα =′> )xX(P , 

причем αα xx ′−= . Критическая область для двухстороннего критерия Ван-дер-

Вардена задается условием 

αα =′> )x|X(|P / 2 . 
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Таблица верхних критических значений 2/xα′  имеется в [2] для 506,nm =+  и 

50,mn =− .  

     Числовые характеристики статистики  определяются выражениями X

0=)X(E , 
1++

=
nm

mnS)X(D ,                                 (5.30) 

где 

∑
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

N

i N
i

N
S

1

2

1
1 Ψ . 

     Если ∞→+= mnN , то случайная величина  распределена асимптотиче-

ски нормально с параметрами (5.30) вне зависимости от того, стремится ли в 

отдельности  и  к бесконечности. Потому в данном случае верхнее критиче-

ское значение 

X

m n

2/xα′  определяется формулой 

12
12 −+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=′

nm
mnSx /

αΨα . 

     Критерий Ван-дер Вардена рекомендуется применять, если предполагается, 

что наблюдения близко следуют нормальному закону. 

 

5.6.6 Критерий Смирнова 

 

     Критерий Смирнова – статистический критерий для проверки гипотезы о 

том, что две независимые выборки подчиняются общему (непрерывному) рас-

пределению. Иначе говоря, проверке подлежит гипотеза однородности 

)()(: 210 xFxFH =  

по двум независимым выборкам  и  из двух непрерывных рас-

пределений  и  соответственно. 

mx,...,x1 ny,...,y1

)x(F1 )x(F2

     Критерий Смирнова основан на статистике 

)x(F)x(FsupD
x

n,m
∗∗ −= 21 , 
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где  и )x(F ∗
1 ( )xF ∗

2  – выборочные (эмпирические) функции распределения для 

первой и второй выборок соответственно.  

     Если гипотеза  верна, то распределение статистики  не зависит от 

теоретического распределения. 

0H n,mD

     Смирнов Н.В. доказал, что если гипотеза  верна и объемы выборок неог-

раниченно увеличиваются 

0H

∞→m( , ∞→n , )0/ >→ ρnm  то статистика 

n,mD
nm

mnz
+

=  

имеет приближенно функцию распределения вида 

∑
∞

−∞=

−−=
i

yii e)()y(K
2221 , 

то есть 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

<
+

=
≤
∞→

yD
nm

mnPlim)y(K n,m

nm
m

.                                  (5.31) 

Функция )y(K  называется функцией распределения Колмогорова. Зная функ-

цию распределения (5.31), можно определить критическую область условием 

{ } αα =′> zzP . 

Если эмпирическое значение статистики  попадает в критическую область, то 

гипотеза  отклоняется. 

эz

0H

     Для критерия Смирнова построены таблицы критических значений для 

201,m,n =  [2]. По этим таблицам при заданном уровне значимости α  и объемах 

выборок ,  находится не критическое значение n m αz ′ , а целое число r . Крити-

ческое значение  затем можно получить по формуле αz ′

k
rz =′α , 

где k  – наименьшее общее кратное чисел , . Число n m k  также указывается в 

таблице. 
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