1.Математическое описание линейных моделей систем управления.
1. Записать дифференциальное уравнение системы. Найти характеристическое уравнение и его корни.

2.  Разложить передаточную функцию на сумму простых слагаемых. Вычислить импульсную переходную характеристику w(t) с помощью обратного преобразования Лапласа и переходную характеристику h(t).

3. В пакете Matlab построить характеристики w(t) и h(t), сравнить с расчетными. Записать передаточную функцию W(s) в tf-, zpk- и ss-формах.

4. Построить асимптотические амплитудно-частотную (ЛАЧХ) и фазочастотную (ЛФЧХ) характеристики.

5. Построить частотные характеристики в пакете Matlab, сравнить их с асимптотическими.

6. Записать уравнения состояния в нормальной форме, изобразить схему моделирования.

7. Записать уравнения состояния в канонической форме, изобразить схему моделирования.

8. Решить уравнения состояния в нормальной и канонической формах. Получить аналитическое выражение для переходного процесса y(t), если на входе действует сигнал a2·1(t), а начальные условия имеют вид: y(0) = 0,1a2; 
[image: image1.wmf](0)(0)0.

yy

==

&&&


9. Проверить одинаково ли значение коэффициента усиления по передаточной функции, переходной характеристике, моделям в пространстве состояний, аналитической записи импульсной переходной характеристики.

1.1 .  Дифференциальное уравнение системы. Характеристическое уравнение и его корни.
Исходные данные:
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Передаточная функция системы имеет вид:
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(1.1.1)

Передаточной функцией элемента или системы W(S) называется отношение изображений по Лапласу сигнала на выходе к изображению по Лапласу на входе  при нулевых начальных условиях (до момента подачи сигнала все характеристики были нулевыми). Передаточная функция обычно правильная  рациональная дробь. Передаточная функция не зависит от входного воздействия, а зависит только от вида дифференциального уравнения и параметров системы. Зная y(s) и U(s), можно найти y(s)=U(s)*W(s).
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(1.1.2)
где:
y(S) – выходной сигнал в области изображений по Лапласу;



u(S) – входной сигнал в области изображений по Лапласу.


C учетом того, что 
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, то дифференциальное уравнение системы можно записать следующим образом:
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(1.1.3)
Запишем характеристическое уравнение системы и вычислим его корни:
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(1.1.4)

Определяем корни:  
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1.2  Вычисление импульсных и переходных характеристик.

Разложим передаточную функцию на сумму простых слагаемых, представив W(S) в виде:
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(1.2.1)

Из этого уравнения найдем a, b, c:
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(1.2.2)
a) положим: s=-8
тогда 
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б) положим: s=-7
тогда 
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в) положим: s=-6
тогда 
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В результате получим: 
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От разложения передаточной функции перейдем к импульсной переходной характеристике в аналитической форме:
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(1.2.3)

Получим аналитическую форму переходной характеристики, как импульсную переходную характеристику системы, дополненную интегралом:
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(1.2.4)
Свободный член с=3.

Таким образом, получим: 
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1.3     Построение в пакете MATLAB характеристик  w(t) и h(t). 
Импульсная характеристика ( >> impulse(W) ) 
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                          Рис.1 Импульсная характеристика
Переходная характеристика ( >> step(W) )
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                            Рис.2 Переходная характеристика

Запись передаточной функции W(s) в tf-, zpk- и ss-формах:

Transfer function:

     1008 s^2 + 504 s

--------------------------

s^3 + 21 s^2 + 146 s + 336
>> zpk(W)

Zero/pole/gain:

 1008 s (s+0.5)

-----------------

(s+8) (s+7) (s+6)
a = 

           x1      x2      x3

   x1     -21  -9.125   -5.25

   x2      16       0       0

   x3       0       4       0

b = 

       u1

   x1  32

   x2   0

   x3   0

c = 

           x1      x2      x3

   y1    31.5  0.9844       0

d = 

       u1

   y1   0

            Построение асимптотических амплитудно-частотной (ЛАЧХ) и 

фазочастотной (ЛФЧХ) характеристики.
Построение частотных характеристик в логарифмическом масштабе позволяет сократить число работ, т.к. все степенные функции становятся линейными, а степень s определяет наклон линий. По оси ординат при построении ЛАЧХ откладывается величина L=20lgK (дБ). По оси абсцисс откладывается угловая частота ω в логарифмическом масштабе (за единицу длинны одна декада).

Декада – отрезок на оси частот, соответствующий десятикратному усилению частоты. Длина отрезка, равного декаде, не зависит от частоты.

Представим передаточную функцию в виде:
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(1.4.1)

где 
[image: image27.wmf]n

- количество интегрирующих звеньев,
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- количество форсирующих звеньев,
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- количество периодических звеньев.

Правило:

1. Вычисляются все сопрягающие частоты 
[image: image30.wmf]1
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 и откладываются на оси  частот в порядке их возрастания.

2. Первый наклон в области низких частот определяется значением: -
[image: image31.wmf]n

*20 дБ/дек. Этот наклон проводится через точку 
[image: image32.wmf]1

w

=

, L=20lgK

[image: image33.wmf]n
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=0 – наклон 0 дБ/дек - параллельно оси частот
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=-1 – наклон 20 дБ/дек

3. На каждой из сопрягающих частот наклон будет изменяться, при этом, если сопрягающая частота принадлежит, стоящему в числителе звену (его передаточной функции), то наклон изменяется на 20 дБ/дек, а если в знаменателе, то -20 дБ/дек. Последующий наклон складывается с предыдущим: 
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  (1.4.2)


                               числитель    знаменатель


[image: image37.wmf]ñð
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Наша передаточная функция будет выглядеть следующим образом:
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(1.4.3)
Отсюда видим, что: 
[image: image39.wmf]n
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Сопрягающие частоты вычисляются следующим образом: 
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1. (-
[image: image44.wmf]¥

,2) – прямая с наклоном +1, т.к. 
[image: image45.wmf]n

=-1, проходящая до первой сопрягающей частоты (1=2 через характерную точку: (=0, L(()=20.
2. (2,6) – в точке (1=2наклон прямой изменится на +1. Это объясняется тем, что частота (1 соответствует звену, стоящему в числителе. Следовательно, на этом участке будет прямая с наклоном +2.
3. (6,7) – в точке (2=6 наклон прямой изменится на -1. Это объясняется тем, что частота (2 соответствует звену, стоящему в знаменателе . Следовательно, на этом участке будет прямая с наклоном +1.
4.  (7,8) – в точке (3=7 наклон прямой изменится на -1. Это объясняется тем, что частота (3 соответствует звену, стоящему в знаменателе. Следовательно, на этом участке будет прямая без наклона.
5.  (8, +
[image: image46.wmf]¥

) – в точке (5=8 наклон прямой изменится на -1. Это объясняется тем, что частота (5 соответствует звену, стоящему в знаменателе. Следовательно, на этом участке будет прямая с наклоном -1.
Рис.3 Вид ЛАЧХ системы

Для построения ЛФЧХ используется выражение: 
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(1.2.13)

Рис.4 Вид ЛФЧХ системы
1.4  Построение частотных характеристик в пакете MATLAB
ЛАЧХ и ЛФЧХ:
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                                 Рис.5 ЛАЧХ и ЛФЧХ

 АФЧХ:
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                                       Рис.6 Вид АФЧХ системы

1.5   Уравнения состояния системы в нормальной форме

Дифференциальное уравнение системы: 
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Модальная форма уравнений состояния имеет следующий вид:


[image: image51.wmf]î

í

ì

+

=

+

=

Du

Cx

y

Bu

Ax

x

&







(1.6.1)

Запишем Матрицу Фробениуса A. Матрица Фробениуса А - это квадратная матрица порядка n, размер которой определяется порядком дифференциального уравнения. Элементы, стоящие над главной диагональю – единицы, элементы последней строки – коэффициенты левой части дифференциального уравнения, взятые с противоположным знаком и в обратном порядке. Все остальные элементы – нули.
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(1.6.2)

C – вектор – строка из n элементов, где на первом месте единица, а все остальные нули.

С=[1 0 0]
 







(1.6.3)
D=b0=β3=0







 (1.6.4)
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Коэффициенты столбца B будут вычисляться следующим образом:
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(1.6.5)
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(1.6.6)

Подставим  (1.3.2)  (1.3.3)  (1.3.4)  (1.3.6) в (1.3.1) и получим:
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(1.6.7)

Решая (1.3.7),  получим следующую систему уравнений:
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(1.6.8)

Представим блок-схему данной системы:
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Рис. 7 Блок-схема модели системы по результатам разложения передаточной функции в модальной форме
1.6 Уравнения состояния системы в канонической форме

Характеристическое уравнение системы будет выглядеть следующим образом:
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(1.7.1)

где А-матрица Фробениуса, а E – единичная матрица
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решая это уравнение, получим корни: 


[image: image64.wmf]`1

8

l

=-

   
[image: image65.wmf]`2

7

l

=-

   
[image: image66.wmf]`3

6

l

=-


Найдем модальную матрицу, представляющую собой матрицу порядка n, образованная из характеристических чисел 
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 следующим образом:
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(1.7.2)

В нашем случае модальная матрица будет иметь следующий вид:
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(1.7.3)

Представим уравнения состояния в присоединенной форме:
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(1.7.4)

где Λ-диагональная матрица, вычисляемая следующим образом: 
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Для нашего варианта задания она выглядит следующим образом:
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(1.7.6)

Переход к присоединенной форме осуществляется так:
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Используем модальную матрицу (1.7.3):
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(1.7.11)
Найдем 
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(1.7.12)
где 
[image: image80.wmf]AdjM

- это присоединенная матрица (транспонированная матрица алгебраических дополнений)



[image: image81.wmf]detM=2











(1.7.13)








 

Подставим (1.7.13) в (1.7.12) и вычислим:

[image: image82.wmf]1

216.50.5

48141

287.50.5

M

-

éù

êú

=---

êú

êú

ëû






(1.7.14)
Подставим (1.7.14) в (1.7.8) и вычислим:
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(1.7.15)

Подставим (1.7.11) в (1.7.9) и вычислим:
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(1.7.17)
Итак, получаем:
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(1.7.18)
Получим систему уравнений:
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(1.7.19)
Построим блок-схему присоединенной канонической формы: 
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Рис. 8 Блок-схема модели системы по результатам разложения передаточной функции в присоединенной канонической формы
1.8  Решение системы уравнений, при заданных начальные условиях:
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Учитывая соотношение 
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(1.8.1)
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(1.8.2)

По аналогии с решением дифференциального уравнения первого порядка запишем:


[image: image101.wmf]ò

-

+

=

t

t

t

d

e

u

B

e

q

t

q

0

)

(

1

)

(

)

0

(

)

(

t

t

t

l

l





(1.8.3)

Отсюда найдем:
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Запишем аналитическое выражение:
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1.9  Решение системы уравнений состояния в каноническом виде, при заданных начальные условиях:
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Решение уравнений состояния можно записать в виде:
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где
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Вычислим ее, представляя ее в виде ряда из n членов:
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(1.9.1)
где 
[image: image118.wmf]2
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- неизвестные коэффициенты. Вычислить их можно, решая систему из 3- х уравнений:
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(1.9.2)
Для нашего случая:
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Получаем систему уравнений:
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Данную систему уравнений решаем методом Крамера:
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Итак,
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Следовательно, 
[image: image132.wmf]123

(0)2,1,(0)(0)0

xxx

===



[image: image133.wmf])

(

)

(

)

(

2

1

t

x

t

x

t

x

+

=






(1.9.3)
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Из полученных выражений получим y:
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